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Vorwort. 


Das Buch ist aus den Vorlesungen hervorgegangen, die der eine 
von uns seit 1904 etwa alle zwei Jahre an der Géttinger Universitat 
gehalten hat und noch halt. Die Vorlesungen sind mit Ubungen 
verbunden in der Art von Laboratoriumsiibungen, in denen die 
Studierenden auch die Handhabung der rechnerischen Hilfsmittel, des 
Rechenschiebers. und der vierstelligen Logarithmentafel fiir geringe 
Genauigkeit, und der Rechenmaschine fiir hohe Genauigkeit kennen- 
lernen (die mehrstelligen Logarithmentafeln sind von der Schule her 
den Studierenden allgemein bekannt). Die Kenntnis der Elemente 
der Differential- und Integralrechnung wird dabei vorausgesetzt. 

Von deutschen Werken iiber numerisches Rechnen sind uns be- 
kannt geworden: J. Liivoth, Vorlesungen tiber numerisches Rechnen, 
Leipzig 1900, H. Bruns, Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens, 
Leipzig 1903, O. Biermann, Vorlesungen titber mathematische Naherungs- 
methoden, Braunschweig 1905. Wir geben uns indessen der Hoffnung 
hin, daB das vorliegende Buch durch diese Werke nicht tberfliissig 
gemacht wird. Bei der Durchsicht der Korrekturen und bei dem 
elften Kapitel, das die Auflésungen der gestellten Aufgaben enthalt, 
sind wir von Herrn Studienassessor Rudloff unterstiitzt worden. 


Géttingen und Clausthal, im Marz 1924. 


C. Runge und H. Konig. 


WO? OP MR COD OD OO OD OO HD 
OON AN FWDHND = 


§ 10. 
$41. 
§ 12. 
§ 13. 


§ 14. 
§ 15. 
§ 16. 
$17. 
§ 18. 
§ 10. 


§ 20. 
S24" 
oy 


S23) 
§ 24., 
§ 25. 
§ 26. 


§ 27. 


Inhaltsverzeichnis. 


Erstes Kapitel. 
Das Rechnen und seine Hilfsmittel. 


Einleitende Bemerkungen iiber das Rechnen 

Der Rechenschieber : : 
Das Rechnen mit dem log ariineniecten SRecaanscciehee 
Die Genauigkeit des Rechenschiebers 

Anwendungen des Rechenschiebers . 

Tafeln : 

Rechenmaschinen : 

Anwendungen der Rechenmaschane 

Aufgaben zum 1. Kapitel . 


Zweites Kapitel. 
Lineare Gleichungen. 


Gleichungen mit zwei Unbekannten 3 
Gleichungen mit drei und mehr Unbelaruten 
Anwendungen : 
Aufgaben zum 2. Kavitel : 


Drittes Kapitel. 
Ausgleichungsrechnung. 


Die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung ; 
Ausgleichung direkter Beobachtungen von mibicher ‘Genaueten : 
Ausgleichung direkter Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit 
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen . 

Beispiel . 

Nichtlineare Bguemingen prachen dan ‘Gibekaraten aad den Beoo: 
achteten GréBen . . 

Ausgleichung bedingter Beabachtuncen : 

Auflésung der Normalgleichungen durch Coup. : 
Transformation einer quadratischen Form auf eine Summe von lone 
draten 

Transformation Surch orthogonale Substitutionen 

Das Fehlergesetz . : : 
Herleitung des Fehlersosetces aus der Walrechelalichkeltereen nue : 
Ableitung des mittleren Fehlers der Unbekannten aus den Normal- 
gleichungen FRO. A 

Aufgaben zum 3. Kapitel . 


Seite 


33 
38 
44 
44 


45) 
46 
49 
52 
56 


60 
62 
65 


67 
71 
78 
79 


82 
85 


§ 43. 
§ 44, 
§ 45. 
§ 46. 
§ 47. 
§ 48. 


§ 57. 
§ 58. 
§ 59. 
§ 60. 


Inhaltsverzeichnis. VII 


Viertes Kapitel. 


Ganze rationale Funktionen. 


Seite 

Addition, Subtraktion, Sr See und Division ganzer rationaler 
Funktionen ... eee CR MOM IR tate, na a cutee ah ce OO 
Das Hornersche Bchema., ee OL hep Bee Oe 
Anwendung auf die Auflésung einer Paleo en echen ‘Glachune ae eS 
Die Produktentwicklung .... awa Ot tao? Bch eeneeee bee VEN 
‘ Berechnung aus gegebenen Denliore yerten Sica ar Enews os pisin Male TS OT 
Ubergang von der Produkt- zur Potenzentwicktung su) aie elo 
Dies NVewronsche Interpolationusforimmel ym an4 2 aise ee 103 
Allgemeinesinterpolationstormell I) sauna) eu se coe. o) er 108 
Allgemeine Interpolationsformel II... . . Gleb nha om Pe kA 
Uber die Genauigkeit der Taterpoiseonetcrmelt at ton Ge ee eee ae 
Partialbruchzerlegung. .. . Be 1b tae dt ten Won Er «Umm earn hes 
Kettenbruchentwicklung Paviedaler Taha. Sea be ols eae yb he) 

Approximation einer beliebigen Zahl durch eine ice teupenchentwick: 
UBUIVES 6 Pete Mca ree eaee etl O4 
em ebrichenticiiong rationales Fiinictionen yee Sse Ut Peres Rm Leet ZO 
ENDUEPeN Yessy GAvedl CME HONIM ae Va iy Gat. pilo, ia Met clas wo beh oy a OAS) 

Finftes Kapitel. 
Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 
Konvergenz und Divergenz Sema AD yor bn susp 
Addition, Subtraktion und pubipiication Maendiscner einen oe LAS 
Division unendlicher Reihen .. . MRS og hy te ams abet. 
Reihen von Funktionen, incheacudece Poleazreinén Look ebiteowtoneo a a0) 
Wimkehmmegvon Potenzrethen se: ak aas sus y-lee ick Ce crab ene 
ANUSiaeilavraegabhaay Sp I NGeh OnE IS EMIT Ged gee has Gol es ea) a eS 
Sechstes Kapitel. 

Gleichungen mit einer Unbekannten. 
WosunpadurchetabellarischesBerechnun sagan nnelns mie eew eee sy li5 © 
IDASmNcuitenSCHeMN Criahten) -.. «hci s-aaeee eect sales saben ce tb 
Lésung durch Iteration. .. . Tae ee ed SS 
Anzahl und Lage der reellen Worrell einer at onion Paelon ns, BEY 
Das Graeffesche Verfahren fiir Wurzeln mit verschiedenen absoluten 
bettas crime car omnen oh: Tavad ae nei cnn Roy's 
Wurzeln mit pieeiea absoluten pee aioe ee eee a eS 
Weal oessernninree (elare Wyieneaalin M5) SAM gS fo Gee td igo noms oon eye) 
Aiglxen, zautney Cy TayoiKeslh we 6 a BOS 28 eee Ia ee ae Be eo So WHS 

Siebentes Kapitel. 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 
Das Newtonsche Verfahren fiir mehrere Unbekannte. ...... .4177 
Das Iterationsverfahren. .. . ee fe | Ree INSEAM S Co one ot OD. 
Anwendung auf lineare Gleichungen BecasgO GT ea sO ye An E1183 
qalveyen, cara 7%, INGyoesl § Go ob oo oo 6 go & alo og ecru #hty 


VIII Inhaltsverzeichnis, 


“Achtes Kapitel. 
Annaherung willkiirlicher Funktionen durch Reihen gegebener. 


Seite 
§ 61, Annaherung nach der Methode der kleinsten Quadrate ..... . 189 
§ 62. Annaherung durch Potenzreihen.......-.-.-.-.-.-.-.--.-. - 192 
§ 63. Anndherung an empirische Funktionen. .....-...-....-. - 196 
§ 64. Anndherung durch Kugelfunktionen ........-.-.-.... ~. 201 
§ 65. Annaherung durch Fouviersche Reihen........-.-. +--+ + « 208 
§ 66. Harmonische Analyse empirischer Funktionen ......... , 211 
$67. Zerlegung fir i2 gegebene ‘Ordindten” 95 2-2 =. . =. + « a - 216 
§ 68. Berechnung von Zwischenwerten .. . foie aro LS 
§ 69. Zerlegung fir eine gréBere Zahl Pevcbenee Orcintten apr suan hts ES) 
§ 70. Annaherung durch Exponentialfunktionen .......-.... . 231 
Safle GNibieporspyqriny Cp leh - 4 46 Sue 6 6 6 016 6 2 ao Bo eo 5 Beh 

Neuntes Kapitel. 
Numerische Integration und Differentiation. 

SG Wrgscarhaleray hie Waquermoeolkhatery « . 5 5 fo 6 4 69 6 8 oe Sn oo BBhS 
S73.) lrapeztormel tnd |sempsonsche tives elas ici mee nee ce 
§ 74. Integration durch Summation. . . ware oh dee ees 
§ 75. Die Genauigkeit der les eee aden 3. \wignsic prow Hohe ie eames ey Coe eee OO) 
S176 meDitterentiation durch interpolation y.alcm lense (enn emit nr eee OS 
§ 77. Differentiation durch Approximation... . 7 205 
§ 78. Mittelwertmethoden. Formeln von Newton- Cae ein Mac yore . 268 
S77 One Poranelmav.On cL SChEDVSCHE] fim mmrnics re anes ee 2 J 
Si80n Dasa erfahrent Von Ga Bm te tictwencien ie mente ee (once nt a 2 
CHIR) SAREE Ge acral Farber OL USO) oo ke oh gS one Se Sooo oreo 6 oe Be! 


Zehntes Kapitel. 
Numerische Integration von gewdhnlichen Differentialgleichungen. 


$32 qe bDase Verfahren’ VOnueid 2 2e= 1101 seme nen one 2 SO 
Si83 uy nterrations durch. Lterati oT iva: m renin ones mt emi ate eS) 
§ 84. Integration durch Summation. . . 306 
§ 85. Gleichungen zweiter und héherer Ordwuns: Vv ewahrens von ay ere Kutta 311 
SiS Gm Untesra tion sd Unc lt LCer atl OT) meer mee re ct me a Oo) 
Jey. laeteaghatovew Cahubyedol (Sjenacbsskyator § 5 5 5 5 a oo ee oo a SRO 
$98. Auigaben -zimead Os Wapitelis ssa) asm. inn teeny eee 


Elftes Kapitel. 
Auflésungen der Aufgaben. 


S69, Losungen! der Aufgaben) des 1) Wapitelsie asinine eens 26; 
$00. Losungen der ‘Aufgaben des 2. Kapitels = =. 00) oe eee g2o 
$01. Losungen’ der Aufgaben des” 3) Kapitels)e. = 4.2 <. oe eee oa0 
$192, Losungen) der Auteabent deste ivapitels msm nid aan enna 
$193" Losungen’ den Auteabeny desiye5. apitels saan cane meinen nae eens 411 
§94. Losungen der Aufgaben des 6. Kapitels .........2.... 345 
$95.) Losungen der eAufeaben deci 7.tca pile sean  nne o 
$96. Losungen™der Aufpaben) des Saka pitels mee iene net nn ES SG) 
§97. Losungen der Aufgaben des 9. Kapitels’;, gang Girt neue ee ee 7 
§ 98. Lésungen der Aufgaben des 10. Kapitels . . . . 5.7. . J... .. 362 
Namen-und Sachverzeichnis! 202 ir! Sey 2, ee 


Druckfehlerberichtigungen. 


Erstes Kapitel. 


Das Rechnen und seine Hilfsmittel. 


§ 1. Einleitende Bemerkungen iiber das Rechnen. 


Der Zweig der Mathematik, der sich mit den Methoden beschaftigt, 
um ein Problem bis zu seinem quantitativen Resultat durchzufiithren, 
hat bei den Mathematikern in den letzten hundert Jahren nicht die 
gleiche Pflege erhalten wie die anderen Zweige. Frither, als noch Personal- 
union in den Reichen der Mathematik, der Astronomie, der Physik be- 
stand, war das anders. Gauf z. B. hat den Methoden des numerischen 
Rechnens, der Interpolation, der Integration, der Ausgleichung viel 
Nachdenken gewidmet, wie seine Theoria motus corporum coelestium, 
seine Methode der kleinsten Quadrate, seine Betrachtungen iiber Qua- 
dratur beweisen. Von ihm sind die fruchtbarsten Anregungen aus- 
gegangen, die fiir eine Reihe von Wissenschaften von grundlegender 
Bedeutung geworden sind. Sie sind in die Wissenschaften tibergegangen, 
die vornehmlich aus ihnen Nutzen ziehen, in die Geodasie und die Astro- 
nomie. Aber von den Mathematikern im engeren Sinne sind sie wenig 
gepflegt worden. Nicht tiberall gehort das numerische Rechnen zu dem 
regelmaBigen Studiengange des mathematischen Unterrichts, obschon 
es so sein sollte. Denn in der Tat sollte die Lehre, wie mathematische 
Aufgaben am zweckmafigsten numerisch zu Ende gefiihrt werden, und 
die Ubung in der Ausfiihrung einen ebenso wichtigen Teil des Unter- 
richts bilden wie alles iibrige. Sowohl ftir den Mathematiker selbst als 
namentlich fiir den Studierenden der Physik, der Astronomie, der Tech- 
nik, der sich die Mathematik nicht um ihrer selbst willen, sondern als 
Handwerkszeug zu eigen machen will, ist diese ,,mathematische Exe- 
kutive‘‘ unerlaBlich. Denn er kann sich bei seinen Arbeiten nicht mit 
dem Beweis der Méglichkeit der Lésung zufrieden geben, sondern er 
will mit einer gewissen Genauigkeit die Zahlenwerte haben, die seinen 
Beobachtungen entsprechen, und sein Verlangen ist, sie mit der gering- 
sten Miihe zu gewinnen. Dadurch ergeben sich fiir die mathematische 
Untersuchung zwei wichtige Gesichtspunkte. Es mu8 die Genauigkeit 
der Approximation beachtet werden, mit der man sich begniigen will, 
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und es mu die Zeit beachtet werden, die man auf eine Losung ver- 
wendet. Das fiihrt wieder auf die Hilfsmittel der Rechnung, die Hilfs- 
tabellen, die Rechenmaschinen und mathematischen Apparate, die man 
lernen mu8 zu verstehen und zu handhaben, und denen sich die rech- 
nerischen Methoden wieder anzupassen haben. Die zu erreichende 
Genauigkeit bestimmt die Wahl des Hilfsmittels, mit dem in der ktir- 
zesten Zeit das gewiinschte Resultat erhalten werden kann, und bestimmt 
damit auch das Rechnungsverfahren. 


§ 2. Der Rechenschieber. 


Um eine Funktion y = / (x) graphisch darzustellen, tragt man be- 
kanntlich in einem Koordinatensystem zu den Abszissen x die zugehérigen 
Ordinaten y auf unter Zugrundelegung geeigneter, nicht notwendiger- 
weise gleicher Langen als Einheiten. Hieraus ]aBt sich nun eine in der 
angewandten Mathematik sehr gebrauchliche eindimensionale Dar- 
stellung der Funktion durch eine Skala ableiten (Abb. 1): Man projiziert die 
Punkte der Kurve f (x) auf die y-Achse 
und schreibt an die so erhaltenen 
Punkte die Werte des Arguments ~. 
Die so entstandene Skala auf der 
y-Achse stellt jetzt die Funktion 
y = f (x) in der Weise dar, daB der 
Abstand eines mit x bezeichneten 
Teilstrichs vom Koordinatenanfang 
Cag ER Si TEKS a en eo ey in der Ordinateneinheit gemessen 

se puts den Funktionswert angibt. 

Zur Herstellung einer solchen Skala braucht die Kurve vorher nicht 
gezeichnet zu werden. Man tragt vielmehr direkt fiir runde Werte von 
x mit der Langeneinheit / die Strecken /-f (x) auf einer y-Achse vom 
Anfangspunkt aus ab. Die einzelnen Teilstriche werden mit den Werten 
x beziffert und miissen fiir den praktischen Gebrauch so dicht liegen, 
da8 man zwischen ihnen nach Augenma8 interpolieren kann. 

Ebenso soll jetzt eine zweite Funktion g (¢) durch eine Skala mit 
der gleichen Langeneinheit / dargestellt werden. Bringt man die beiden 
Skalen so zur Deckung, da8 ihre Anfangspunkte zusammenfallen, dann 
stehen sich auf der y-Achse immer solche Werte von x und ¢ gegeniiber, 
fiir die die Relation gilt f(x) =e(t). 


Verschiebt man nun die Skala fiir g (f) langs der f (x)-Skala um eine 
Strecke c, so erfiillen gegeniiberstehende Werte von x und ¢ jetzt offenbar 


die Bedingung faye eee 


Das ist die Grundgleichung, auf der jeder Rechenschieber beruht. 
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Beim logarithmischen Rechenschieber finden in der Hauptsache 
logarithmische Skalen Verwendung. Die Vorderseite des Rechenschiebers 
(Abb. 2) tragt (in der normalen Ausfiihrung) vier Skalen, zwei auf dem 
festen Stab und zwei auf der beweglichen Zunge. Ein Glaslaufer mit 
eingeritzter Indexlinie dient dazu, solche Skalen miteinander in Ver- 
bindung zu bringen, die nicht unmittelbar aneinander grenzen, und 
findet auch Verwendung zur genaueren Interpolation zwischen benach- 
barten Teilstrichen. 

Die obere Stab- und die obere Zungenskala sind iventccn und 
stellen in geeigneter Langeneinheit unter Benutzung briggischer Log- 
arithmen die Funktionen f(x) =logx und g (#) = log¢ dar. Die Teilung 
lauft von 1 bis 100, die logarithmische She besteht also aus zwei 
kongruenten Stiicken von 1 bis 10 und von 10 bis 100. Fiir das zweite 
Stiick findet sich daher auch haufig die Bezifferung von 1 bis 10 wieder- 
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Abb. 2 


holt. Die Langeneinheit ist gleich der Strecke von 1 bis 10, die ganze 
Skala entspricht daher der Strecke von y = 0 bis y = 2 

Die untere Zungen- und die untere Stabskala sind ebenfalls iden- 
tisch. Hier sind die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aufgetragen, 
der MaBstab ist daher doppelt so gro8. Bezeichnet man die Ablesung 
auf der unteren Stabskala mit X und die auf der unteren Zungen- 
skala mit 7, so stellen diese Skalen die Funktionen y = 2 log X und 
y= 2log T dar. 

Die Riickseite der Zunge enthalt drei weitere Skalen. Die mit S 


bezeichnete Skala hat die Teilung y = 2 + log sins Pe Wiles mite t: 


bezeichnete Skala entspricht der Funktion y = 2 + 2 log 18 G55 
dabei stellen « und v die in Grad gemessenen Winkel dar. Zwischen 
diesen beiden Skalen befindet sich schlieBlich noch eine gleichformige 
von rechts nach links bezifferte Skala, die zu der Funktion y = 2 —- 0,24 
gehort. 
§ 3. Das Rechnen mit dem logarithmischen 
Rechenschieber. 

Betrachtet man zunachst die beiden obeven Skalen des Rechen- 
schiebers, so stehen bei einer beliebigen Stellung der Zunge zwei Werte x 
und feinander gegeniiber, die entsprechend der Grundgleichung die Bedin- 


ung erfitillen : 
eee logx =logt-+c¢ oder apnea Ge 
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Je zwei gegeniiberstehende Zahlen haben also stets dasselbe Verhaltnis 


ez 
PREGA 
Handelt es sich darum, eine Reihe von Zahlen x, %, ¥3... mit dem 


konstanten Verhaltnis 2 zu multiplizieren, eine Aufgabe, vor die man 
beispielsweise bei der Mafstabsainderung einer Zeichnung gestellt ist, 
so kann man die Produkte oe = t, bei einer einzigen Stellung des 
Rechenschiebers ablesen. Man braucht nur entsprechend der Gleichung 


Ny a 

Dita nsbs 

der Zahl a auf der x-Skala die Zahl b auf der +Skala gegentiberzustellen 
und findet zu jedem Wert x, gegentiberstehend den Wert #,. Bei der 
einfachen Multiplikation hat man a= 1 zu setzen, d.h. man stellt 
den Anfangsstrich der oberen Skala dem Faktor } auf der ¢Skala gegen- 
iiber und kann bei derselben Schieberstellung fiir beliebige Werte x 
das Produkt ¢ = +x ablesen. Entsprechend gelingt die Division da- 
durch, daB man 6 = 1 setzt, also den Anfangsstrich der Zungenskala 
dem Divisor auf der x-Skala gegentiberstellt. Auch die Division einer 
Reihe von Zahlen durch einen festen Divisor wird dadurch besonders 
bequem, da8B man alle Quotienten bei derselben Stellung des Schiebers 
ablesen kann. 

Es ist eine besondere Eigenschaft der logarithmischen Skala, daB 
sie trotz endlicher Lange alle Werte der Veranderlichen beherrscht, da 
die Stiicke fiir die Werte der Veranderlichen von 071 bis 1, von 4 bis 10, 
von 10 bis 100 usw. alle untereinander kongruent sind. Die Stellenzahl 
des Resultats vermag daher der Rechenschieber nicht zu hefern, man 
braucht sich aber auch zunachst, ebenso wie beim Rechnen mit Log- 
arithmen, nicht um die Stellung des Kommas zu kiimmern, sondern er- 
mittelt sie fiir das Resultat nachtraglich durch eine Uberschlags- 
rechnung. Beim Rechnen mit den beiden oberen Skalen ist es daher 
gleichgiiltig, welchen der beiden Punkte in den kongruenten Abschnitten 
man fiir eine Zahl benutzt, aber nicht immer wird jedem der beiden 
Punkte ein Stiick der anderen Skala gegeniiberstehen. 

Genau so, wie mit den beiden oberen Skalen des Rechenschiebers, 
kann man auch mit den beiden unteren, mit der X-Skala und der T-Skala, 
rechnen. Da der Maftstab der unteren Skalen doppelt so groB ist, wird 
auch die Genauigkeit des Resultates verdoppelt. Dabei stellt sich aller- 
dings der Nachteil ein, daB einem Teilstrich der einen Skala nicht immer 
ein Sttick der anderen gegeniitbersteht. Man ist dann gezwungen, die 
Zunge um ihre ganze Lange nach rechts oder links zu verschieben, 
notigenfalls unter Fixierung des Endpunktes mit dem Laufer. Haufig 
kann man die Verschiebung der Zunge dadurch vermeiden, daB man an 
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Stelle einer bestimmten Zahl ihre Halfte oder ihr Doppeltes auf der 
Skala aufsucht, dem dann vielleicht ein Stiick der anderen Skala gegen- 
iibersteht. Natiirlich ist das Resultat dann entsprechend mit 2 zu mul- 
tiplizieren oder zu dividieren. Dieser Nachteil wird im allgemeinen 
durch die gré8ere Genauigkeit der unteren Skalen nicht aufgewogen, 
denn wenn die Genauigkeit der oberen Skalen nicht geniigt, dann wird 
in der Regel nicht die doppelte Genauigkeit, sondern eine Dezimale 
mehr, d.h. die zehnfache Genauigkeit, verlangt, so da die unteren Skalen 
ebenfalls unzureichend sind. Die Bedeutung der unteren Skalen liegt 
vielmehr in ihrer Verbindung mit den oberen. 

Bringt man zunachst die obere und die wntere Stabskala in Verbindung 
unter Benutzung des Laufers, so entsprechen sich die beiden festen An- 
fangspunkte. Die beiden Zahlen x und X stehen dann gema8 der Grund- 
gleichung in der Beziehung 

log —=2ilogix oder? ax =-X%, 

Man kann also an der oberen Skala die Quadrate der Zahlen der unteren 
Skala ablesen, und umgekehrt an der unteren die Quadratwurzeln aus 
den Zahlen der oberen Skala. Beim Wurzelziehen ist jedoch darauf zu 
achten, daB die untere Skala nicht ebenso wie die obere in zwei kon- 
gruente Stticke zerfallt. Man mu daher unter den beiden Halften der 
oberen Skala die richtige Auswahl treffen, die von der Stellung des 
Kommas im Radikanden abhangt, denn z. B. die Wurzeln aus 4:9 und 49 
sind nicht nur durch die Stellung des Kommas voneinander verschieden. 
Eine Uberschlagsrechnung wird hier leicht den richtigen Fingerzeig 
geben. 

Man findet haufig Laufer, die mit drei Indexlinien versehen sind. 
Die beiden 4uf8eren haben von der mittleren gleichen Abstand, der an 


der oberen Skala gemessen dem Logarithmus von 7 entspricht. Ver- 


bindet man die untere mit der oberen Stabskala und geht gleichzeitig 
zu der links benachbarten Indexlinie tber, so liest man zu einem Werte X 


den Wert von ae = ak 2ab. Es ist auf diese Weise eine direkte Ver- 


bindung zwischen Durchmesser und Inhalt eines Kreises hergestellt. 

Kombiniert man ferner die obere feste Skala fiir « mit der unteren 
Zungenskala fiir T, so stehen gegeniiberliegende Werte der Grund- 
gleichung zufolge in der Beziehung 

logy = Zlogl = ¢ 

oder ‘ 
Es ist also immer das Verhaltnis der oberen Zahl zu dem Quadrat der 
unteren konstant. 

Man kann diese Beziehung zur Konstruktion einer Parabel be- 
nutzen, die durch einen gegebenen Punkt (#9, vp) hindurchgeht und die 
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v-Achse im Anfangspunkt beriihrt. Bedeutet # den Parameter, so lautet 
ihre Gleichung an, 
ve = p U 


oder 5 1 


Der Rechenschieber braucht jetzt nur so eingestellt zu werden, da der 
Wert “, auf der oberen Stabskala dem Werte v, auf der unteren Zungen- 
skala gegenitbersteht, dann kénnen bei derselben Stellung des Schiebers 
nur durch Verschiebung des Laufers zu beliebigen u-Werten die Werte 
von v abgelesen werden und umgekehrt. 

Die Kombination der unteren Stabskala (X) mit der oberen Zungen- 
skala (¢) ergibt nichts Neues. 

Steckt man die Zunge umgekehrt hinein, so daB ihre beiden Skalen 
vertauscht werden, so stellt die jetzt unten befindliche ¢Skala die Funktion 
y =2— log? 
dar, wahrend der jetzt oben befindlichen 7-Skala die Funktion entspricht 
V=2—2logT. 

Kombiniert man nun zunachst wieder die x-Skala mit der /Skala, so 
stehen jetzt die gegeniiberliegenden Werte in der Beziehung 
logx =2—logt+c, 
log vt ==2:-+ cc 
Lau Oe 
Das Produkt zweier gegentiberliegender Zahlen ist konstant. Schreibt 
man die Beziehung in der Form 


G 
— 
E: 


oder 


so erkennt man, daB diese Stellung der Zunge dazu benutzt werden kann, 
eine feste Zahl C durch eine Reihe von Zahlen x zu dividieren ohne Ande- 
rung der Einstellung. Man hat nur den Anfangsstrich der Zunge mit 
der Zahl C auf der x-Skala zur Deckung zu bringen. Kombiniert man 
andererseits die x-Skala mit der jetzt oben befindlichen T7-Skala, so 
besteht zwischen den beiden Werten die Beziehung: 

logx =2—2logT +c 

x 1 Pe C., 

Das Produkt aus der oberen Zahl und dem Quadrat der gegenitber- 
stehenden Zahl der Zunge ist konstant. 

; Diese Stellung la8t sich zur Berechnung von dritten Wurzeln benutzen. 
Stellt man den Anfangs- oder Endstrich der Zunge auf eine Zahl a der 


oberen Stabskala und sucht auf der x- und 7-Skala gegeniiberstehende 
gleiche Zahlen + = T auf, so wird 


oder 


Yee T? = Ba eg? | 
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der tee 

es x =a. 
Zu jedem Werte a findet man auf dem Rechenschieber drei verschiedene 
Stellen der Ubereinstimmung zwischen x und T, entsprechend den drei 
verschiedenen Wurzeln, die sich aus a ohne Riicksicht auf die Stellung 
des Kommas ziehen lassen. Bei einer bestimmten Stellung des Rechen- 
schiebers kénnen aber héchstens zwei dieser Werte abgelesen werden. 
Den dritten Wert findet man durch Verschieben der Zunge um ihre halbe 
Lange. Die Auswahl unter den drei Werten ist durch Uberschlagen leicht 
zu trefien. 

Betsfrel: V7 ; 70 700 
zu berechnen. 

Stellt man den Anfangsstrich auf die Zahl 7 der rechten Halfte, 
so findet man Ubereinstimmung bei 1913 und 412. Stellt man den End- 
strich auf die Zahl 7 der linken Hilfte, so ergibt sich der Wert 888. Also 


Vix 1:01be V70 == Al4|2) 700 = OL OO 


Die Riickseite der Zunge dient in der Hauptsache zur Ausfiihrung 
trigonometrischer Rechnungen. Da die Genauigkeit des Rechenschiebers 
etwa der einer guten Zeichnung gleichkommt, sind diese Teilungen 
beim Zeichnen sehr gut zu gebrauchen. Kombiniert man die S-Skala 
mit der oberen festen Skala, so besteht zwischen gegeniiberliegenden 
Werten « und uw die Beziehung 


a 


5 Uu 
log x = 2 + logsin ee +c 


oder 


Die Anwendung dieser Beziehung zur Dreiecksberechnung auf Grund 
des Sinussatzes leuchtet ohne weiteres ein. Allerdings stehen bei be- 
liebiger Einstellung den Zahlen w nicht immer Werte von x gegentiber. 
Man hilft sich durch Verschieben der Zunge um ihre halbe Lange, so 
da8B man die 10fachen oder 0:1 fachen Werte von x ablesen kann. Ebenso 
wie mit dem Sinus laBt sich auch mit dem Kosinus rechnen, denn es ist ja 


Um . (90 — 4“) x 
COs = sin . 


180 180 


Fs lassen sich auf diese Weise z. B. die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte eines Kreises ermitteln, wenn der Radius und der Winkel 
zwischen Radius und Abszissenachse gegeben ist, d.h. es lassen sich 
auf Grund der Formeln 


%=1CcoSp, y=rsing 
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Polarkoordinaten in rechtwinklige verwandeln. Bei konstantem 7 findet 
man durch eine einzige Einstellung aus der Beziehung 


y i 
a. UE SA — uU)a 
py 180 180 


=F? 


iiber jedem Winkel die Ordinate und itber seinem Komplement die 
Abszisse des entsprechenden Punktes. 
Verbindet man die T-Skala mit der unteren Stabskala fiir X, so 


entsteht die Beziehurg 


2logX = 2+ 2log tg 7 + ¢ 
oder 


Daraus ergibt sich die Méglichkeit, zu jedem Winkel unter 45° den 
Tangens abzulesen. Sind X, v und X’, v’ zwei Paare einander bei irgend- 
einer Stellung der Zunge gegentiberstehender Zahlen, Werte der X-Skala 
und der v-Skala, so ist also 


ool Lally we 


0 56 


UI 
8430 © '8 480 


Jetzt werde X’ dem Endstrich v’ = 45° gegentibergesetzt; dann ist 


v 
Ait tg 180 : 
und mithin 
VG xX 
5180 x7 ° 


Oder es werde X’ dem linken Endstrich gegeniitbergesetzt fiir den 


vu! x 
Sta Of: 
dann ist 
tg-= =o15 
8 180 Xiu, 


Gleichzeitig erhalt man die Kotangenten der Winkel iiber 45°, da 
DEY rep WOU Oe 
tg 180 OES 180 


ist. Um die Tangenten der Winkel iiber 45° zu ermitteln, geht man von 
der Beziehung aus 


vm (90 —v) a 
ee 4 
fo) 
ES folgt 180 180 
(90 —v)a 
ot — ‘8486 
te - ride on 
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Man hat also das Komplement des Winkels iiber den Endstrich der 
X-Skala zu stellen und findet unter dem Anfangsstrich der Zungenskala 
den gesuchten Tangens. Entsprechend ergeben sich die Kotangenten 
der Winkel unter 45° aus 


Oy ul 8780 
VE 10 
CtS 735 


Man stellt den Winkel tiber den Endstrich der X-Skala und findet unter 
dem Anfangsstrich der Zungenskala die Kotangente. 

Die Sinusskala ist beschrankt auf Winkel, deren Sinus groBer ist 
als 0°01, also auf Winkel, die gr6Ber sind als 34’. Entsprechend erstreckt 
sich die Tangensskala nach links nur bis 0°4, sie ist also beschrankt auf 
Winkel, die groéBer sind als 5° 43’. Bei der Genauigkeit des Rechen- 
schiebers ist es ausreichend, fiir kleinere Winkel die Funktionen gleich 
den Winkeln zu setzen. Das geschieht am einfachsten dadurch, da man 
den in Minuten ausgedriickten Winkel durch 3438 dividiert, eine Zahl, 
<dlie auf dem Rechenschieber in der Regel durch einen besonderen mit 
o’ bezeichneten Teilstrich angegeben ist. Um nicht die Zunge zur Aus- 
fiihrung dieser Rechnung wieder umkehren zu miissen, kann man sich 
auch merken, da die Division durch den Sinus von 20° 6’ oder den 
Tangens von 18°58’ ausgefiihrt werden kann. 

Endlich kann man auch die x-Skala mit der T-Skala oder die 
X-Skala mit der S-Skala in Verbindung bringen und erhalt dann die 
Beziehungen 


logx = 2+ 2logtg—= +c, 


x 


= C 


und entsprechend 
Diloek = 2 + log sin = +c, 
oe 


Die in der Mitte der Zunge befindliche gleichférmige Skala fiir die 
Funktion yao G2 2 
erlaubt es, den Logarithmus einer Zahl zu finden. Verbindet man sie 
mit der unteren Stabskala, so entsteht die Beziehung 

2logX =2—O02A+¢ 
oder . ? 
A+ 10logX¥ = C= +4 10logX’. 

Setzt man 4 = 10 und X’ = 10, so wird 


10 + 10log X = 1 +10. 
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Stellt man also den linken Endstrich der Zungenskala tiber eine Zahl X, so 
kann man iitber dem rechten Endstrich der Stabskala 4’ = 10log X ablesen. 
Um ohne Verstellung der Zunge die Logarithmen mehrerer 
Zahlen zu finden, steckt man die Zunge umgekehrt, d.h. rechts mit 
links vertauscht, in den Schieber. Es ergibt sich die Beziehung 
2logX =O'2A+¢ 
10logX =1+C. 
Bringt man die Endstriche von Stab und Zunge zur Deckung, wird 
C = 0, und man liest iiber jeder Zahl X den Wert 2 = 10 log X ab. 
Kombiniert man bei der umgekehrten Zungenstellung die «-Skala 
mit der S-Skala und die X-Skala mit der T-Skala, so sind in diesem 
Falle analog dem Friiheren die Produkte konstant 


gin = C und Xig— = Gr 


Auf diese Weise ist es méglich, ohne Verschiebung der Zunge die Tan- 
genten der Winkel itber 45° und die Kotangenten der Winkel unter 45° 
abzulesen. Bringt man die Endstriche der Stab- und Zungenskala zur 
Deckung, so findet man unter jedem Winkel v seine Kotangente und 
unter seinem Komplement den Tangens auf der X-Skala. 

SchlieBlich lassen sich bei der umgekehrten Zungenstellung noch die 
Beziehungen herstellen 


Um 
Pd ee ae 
ie = (C quire X sin G.. 


Um bei der Normalstellung der Zunge einzelne Ablesungen auf 
den riickwartigen Skalen zu erméglichen, sind auf der Riickseite des 
Rechenschiebers an beiden Enden Aussparungen mit Indexstrichen 
angebracht. Stellt man die Marke auf einen Winkel « der S-Skala, 
so liest man unter dem rechten Endstrich der Stabskala den Wert 


oder 


te" 


100: sin auf der ¢-Skala ab. Stellt man auf einen Winkel v der T-Skala 
ein, so findet man tiber dem linken Endstrich der Stabskala auf der 
T-Skala den Wert 10 tg = und unter dem rechten Endstrich der Zunge 
auf der X-Skala den Wert ctg ae Fir Winkel iiber 45° benutzt man 


die Komplementwinkel und erhalt Tangens und Kotangens in der 
umgekehrten Reihenfolge. Um den Logarithmus zu finden, stellt man 
den linken Endstrich der Zunge auf die Zahl X und liest in der rechten 
Aussparung den Wert 10 log X ab. Die Genauigkeit aller dieser Ab- 
lesungen wird durch Parallaxe etwas herabgesetzt. 


§ 4. Die Genauigkeit des Rechenschiebers. 
Der Anwendung des Rechenschiebers ist durch seine beschrankte 
Genauigkeit eine Grenze gezogen. Wir werden weiter unten sehen, wie 
sich diese Genauigkeit bei einfachen Aufgaben verhaltnismaBig leicht 
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steigern la8t. Zunachst soll jedoch abgeschatzt werden, mit welcher 
Genauigkeit das Resultat einer einfachen Rechnung ohne Kunsteriffe 
zu erwarten ist. Dabei ist vorausgesetzt, daB das Ablesen ohne optische 
Hilfsmittel geschieht, und daB nicht gerade mit solchen Zahlen gerechnet 
wird, die auf dem Rechenschieber durch Teilstriche vertreten sind. Die 
Benutzung des Rechenschiebers erfordert die richtige Schatzung von 
Abstanden, und da bildet ein Abstand von 0°1 mm etwa die Grenze des 
mit bloBem Auge Erkennbaren. Beim Einstellen oder Ablesen einer 
Zahl wird also ein mittlerer Langenfehler von 0°14 mm zu erwarten sein. 
Rechnet man mit den oberen Skalen eines normalen 25 cm langen 
Rechenschiebers, so entspricht dem Werte y = 1 die Strecke 125 mm. 
Einem Fehler von 0°1 mm entspricht also in y der Fehler 
Orie yin ee 
ape ioe 12500 
es fragt sich, welcher Fehler in x hierdurch bedingt wird. Aus der Be- 


ziehung y = logx 


folgt durch Differenzieren de 
ov loge, 


ein Ausdruck, der naherungsweise auch fiir kleine endliche Differenzen 


benutzt werden kann, Ae 
Ay = —~ loge. 
Daraus ergibt sich Ay 
Ax =—-% 
loge 


und wenn man den Wert von Ay und loge = 0°434 einsetzt, 


Ax =—- =0:00184x. 
543 


Der Fehler einer Einstellung betragt also kaum 0°2% von x und ist 
prozentual genau derselbe, gleichgiiltig ob « klein oder groB ist, eine 
bemerkenswerte Eigenschaft der logarithmischen Skala! Bei einer ein- 
fachen Multiplikation oder Division kommt dieser Schatzungsfehler 
dreimal in Betracht. Nun wird in der Ausgleichungsrechnung gezeigt, 
da8, wenn m den mittleren Fehler einer Messung bedeutet, der mittlere 
Fehler des Ergebnisses, das durch Summierung des 7 mal ausgeftihrten 
Messungsvorganges entsteht, gleich 


myn 
ist. Als mittlerer Fehler des Resultats einer einfachen Multiplikation 
oder Division ist demnach 
0:00184 - 73 = 0°00319 = rd. 3 %/og 
zu erwarten. Dieser Fehler wird noch vergroBert durch die Ungenauig- 
keit der Einteilung. Es ist jedoch von einem guten Rechenschieber zu 
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fordern, da® die Teilungsfehler erheblich unter dem oben ermittelten 
Betrag bleiben. 

Die beiden unteren Skalen des Rechenschiebers besitzen, wie schon 
erwahnt, die doppelte Genauigkeit. Das Resultat einer einfachen 
Rechnung ist demnach beim Rechnen mit diesen Skalen mit einem 
Fehler von etwa 1°5°/)) zu erwarten. 

Reicht bei einer Rechnung die Genauigkeit des Rechenschiebers 
nicht aus, so mu8 man zu den weiter unten zu besprechenden Hilfs- 
mitteln greifen. Bei einfachen Aufgaben laBt sich jedoch die Genauigkeit 
dadurch steigern, da man die Rechnung in gewoéhnlicher Weise be- 
ginnt und mit dem Rechenschieber fortfahrt, sobald seine Genauigkeit 
ausreicht. Soll beispielsweise der Umfang eines Kreises aus dem Durch- 
messer nach der Formel u = 2 -d berechnet werden, wobei 7 = 3°1416 
ist, dann zerlegt man 2% in 3 + 01416 und fiihrt die Multiplikation 
einzeln durch: aga peson ens 
Das erste Produkt wird im Kopf, das zweite mit dem Rechenschieber 
gebildet. Die relative Genauigkeit des kleinen zweiten Produkts betragt 
nach dem Friiheren etwa 3°/,,, die Genauigkeit des Resultats ist also 
wesentlich groBer. Ist z. B. d = 4712, so gestaltet sich die Rechnung 
folgendermaBen : 

3 +4712 = 14136 
04446-4712 = 607 
m- 4712 = 14803. 


Das Resultat ist mit samtlichen angeschriebenen Ziffern richtig. Bei 
direkter Multiplikation a « 4712 hatte man nur die Ziffern 1480 ablesen 
kénnen, und die 0 ware schon zweifelhaft gewesen. 

Ganz ahnlich verhalt sich die Rechnung bei der Division. Will man 
bei der Division 51473 :1°4126 im Quotienten ebenfalls vier Ziffern 
hinter dem Komma angeben, so hat man durch gewohnliche Division 
zunachst zwei Ziffern zu ermitteln: 

51473 : 1°4126 = 36. 
4:2378 
9095 
8476 
619 
Die Division des Restes 619 : 1:-4126 wird mit dem Rechenschieber aus- 
gefithrt und ergibt noch die Ziffern 438. Als Quotient ergibt sich also 


51473 21-4126 = 3-6438, 


wobei héchstens die letzte Ziffer um eine Einheit fehlerhaft ist. 
Nach diesem Prinzip kann man die Genauigkeit natiirlich beliebig 
weit treiben. 
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Auch beim Wurzelziehen laBt sich die Genauigkeit auf ahnliche 
Weise steigern. Man beginnt die Rechnung wie gewédhnlich; sobald 
man einige Stellen gefunden hat, kann man durch Division etwa drei 
weitere Stellen ermitteln. In dem Beispiel y2 sollen zunachst drei 
Ziffern auf die gewdhnliche Weise ermittelt werden: 


28/400 
oo 


Es bleibt der Rest 0°0119, d. h. es ist 
2 — (1-41)? = 0-0119. 
Der wahre Wert von y2 sei 1°41 + €, dann ist: 
Drea Aedd e282 eres 
2 = (1-At)* = 00119 = 2-82 € + 2, 
oes 2:82€ = 00119 — 2. 


Da « nur einige Einheiten der dritten Dezimale ausmacht, so wirkt 
hodchstens auf die fiinfte Dezimale ein, verandert also den Wert 0°0119 
nicht mehr. Somit ergibt sich 


ei== 0011992 2-82 = 000422. 


Dieser Wert laBt sich durch eine Uberschlagsrechnung noch etwas ver- 
scharfen, wenn man aus ihm é? berechnet und damit 0:0119 — é? ver- 
bessert. Es ist ¢? etwa 0-00002 und daher 
0-:0119 — e? = 0-01188, 
€ = 0:01188 : 2°82 = 0:00421 . 
Demnach ist das Resultat 
V2 1-41424., 


und somit wird 
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Wir wollen jetzt einige Aufgaben von allgemeinerer Bedeutung 
betrachten, bei denen durch geschickte Anwendung des Rechenschiebers 
die Genauigkeit gesteigert und die Rechnung erheblich abgektirzt werden 
kann. 

Haufig ist man gezwungen, von rechtwinkligen Koordinaten zu 
Polarkoordinaten iiberzugehen, beispielsweise um bequem eine Drehung 
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des rechtwinkligen Koordinatensystems ausfiihren zu k6énnen. Die 
Aufgabe besteht dann darin, aus den Transformationsformeln 
t= 7 COSPs 
== 7 Sin ( 


y und @ auszurechnen, wenn x und y gegeben sind. Bei der tblichen 


Auflosung as y 
x 3 
r=Ye+y 


lat sich 7 mit dem Rechenschieber nur unbequem und wenig genau 
berechnen. Wir bezeichnen daher die absoluten Betrage von x und y 
mit # und g, und es sei stets 

p=q- 
Dann ermittelt man mit dem Rechenschieber den Winkel a aus 


q 
tg a = —_. 
ae: 
a ist stets < 45° und liefert sofort den gesuchten Winkel », man muB 
sich nur etwa an Hand einer Figur klarmachen, in welchem Quadranten 


der Winkel zu suchen ist. Es ergibt sich folgende Zusammenstellung: 


|x| >|y| 4. Quadrant p = « |x|<|yv| 4. Quadrant = 90°—« 
2. 3 P=180°=-& 2. 3 (== .90°4& 
3. ¥ ~ = 180°+ & 3 : Pi=42707 8 
4. 4, Pp =360°—a Av yb? Pee 70ree 


Ist P (Abb. 3) der Punkt, dessen Koordinaten # und q trans- 
formiert werden sollen, so gibt OA =OP den gesuchten Radius 7. 
Da das Dreieck AOP gleichschenklig ist, ist der 


Winkel BPA gleich 5, und es wird 


r=0A=O0B+BA=p4+q tgs. 


In dieser Formel stellt der zweite Term nur eine 
4 kleine Korrektur des ersten dar, g ist kleiner als 


(4) Pp B 
Abb. 3. é . ’ 
und tg . kleiner als 0-42. Findet man gq: tg > etwa 
auf 3°/) genau, so ist die Summe 7 = f + tg wesentlich genauer be- 
stimmt. 
Ist z. B. % =—41-425 und y = 3:47, so wird p = 3-47 und Grea 1A2ss 
und daraus ergibt sich ao = 17°58’ 


Um # und g auf den beiden unteren Skalen des Schiebers einstellen zu 
konnen, vgl. die Bemerkung auf S.8. Der Teilstrich v = 45° der 
T-Skala wird gegenitber X =: 3-47 gestellt und gegeniiber X = 1-125 
der Winkel v = 17°57’ abgelesen. Nun wird das linke Ende der T-Skala 
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ee . 
18 430.2" 0-4] gegenitber X = 1-125 eingestellt und  gegeniiber 


a 


oS 8°50’ der Wert 


abgelesen. Somit ist 
r=p+qtg— = 347 + 01778 = 36478. 
Da |x|<|y| ist und @ im zweiten Quadranten liegt, ist 
@ = 00 to ==407° 58" - 
Wir betrachten ferner die Auflésung der quadratischen Gleichung 
ie ee i) == 0), GO. 
Sind x, und x, die Wurzeln der Gleichung, so ist 
Agr 4g — 4 41%, = 0: 


Wir stellen nun den Anfangsstrich der umgekehrten Zunge tiber den 
absoluten Betrag von 6 auf der X-Skala und kombinieren mit dem 
Laufer die X-Werte mit den jetzt auf der Zunge oben befindlichen 
T-Werten. Es ergeben sich lauter Zahlenpaare, deren Produkte gleich 
|b| sind, dabei ist jedoch auf den Stellenwert der Zahlen zu achten. 
Ist b > 0, so muB unter diesen Zahlen das Paar herausgesucht werden, 
dessen Summe gleich a ist. Es braucht nicht immer ein solches Paar 
zu existieren, man erkennt aber sehr schnell, welches der kleinste Wert 
ist, den diese Summe annehmen kann (die beiden Zahlen miissen ein- 
ander gleich sein). Ist 6 < 0, so mu8 ein Zahlenpaar aufgesucht werden, 
dessen Differenz gleich a ist. Es existiert immer eine reelle Lésung, 
die groBere Zahl ist die positive Wurzel der Gleichung, die kleinere 
ergibt den absoluten Betrag der negativen Wurzel. Ist schlieBlich 
a<0, so laBt sich diese Gleichung auf die soeben betrachtete Form 
zuriickfithren dadurch, daB man x durch — x ersetzt. D. h. man be- 
handelt die Gleichung so, als ware a > 0 und vertauscht nachtraglich 
bei den Wurzeln die Vorzeichen. 

Beispiel: Bei der Gleichung 


x* — 3°28 % —2:165 = 
mu8B die Differenz der Zahlen X und T gleich 3:28 sein. Man erkennt 
sehr schnell, daB eine Wurzel in der Nahe von 4 liegen mu, denn 4 
ergibt mit der dariiberstehenden Zahl 0°54 die Differenz 3°46. Da die 
Differenzen nach links abnehmen, findet man bald das richtige Zahlenpaar 
3°843 und 0°563. 


Dabei la8t sich die gr6Bere Zahl auf Grund der kleineren bedeutend 
genauer angeben als es bei direkter Ablesung der Fall ware. Hat man 
also die kleinere Zahl nur roh abgelesen, z. B. 0°54, so ergibt sich die 
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groBere durch 3°28 + 0°54 = 3°82. Dem Wert 3°82 der 7-Skala gegen- 
iiber finden wir nun auf der X-Skala fiir die kleinere Zahl den besseren 
Wert 0°566 und damit fiir die gréBere wieder 3°846. 3°846 gegenttber 
endlich 0°563 und damit 3°843. Die gesuchten Wurzeln sind also 


Ky == 3°043 He == 0503 
Wir betrachten schlieBlich die Anwendung des Rechenschiebers 
zur Auflésung der kubischen Gleichung. Ist die Gleichung in der Normal- 
Sues B+ a,2% +-a,z+a,=0 
gegeben, so muf sie zunachst durch die Substitution 


a 
z=u—— 


auf die reduzierte Form gebracht werden: 
wit au—b=0O. 


Anstatt die Potenzen einzeln zu bilden und sie mit den Koeffizienten 
zu multiplizieren, geht man bei der numerischen Behandlung der Auf- 
gabe zweckmaBiger folgendermafen vor. Wir schreiben zunachst die 
Koeffizienten allein, mit dem Koeffizienten 4 der héchsten Potenz be- 
ginnend, nebeneinander hin: 


1 @ ad, as 
P-1 pa pa 


Ge i 0 GE 


pel Poa oe 


7 7 


Zur Abkiirzung bezeichnen wir sat mit #, multiplizieren den ersten 


Koeffizienten (1) mit # und addieren das Produkt zu a,, die Summe 
sei a,. Dann multiplizieren wir a, mit # und addieren das Produkt 
ZU ay, es entsteht a. Entsprechend verfahren wir mit a3 und erhalten a3. 
SchlieBlich haben wir die neu entstandene Zeile auf die gleiche Weise 
zu behandeln und erhalten a{ und az (ay braucht nicht mehr gebildet 
zu werden). Damit haben wir die Koeffizienten der angeschriebenen 
reduzierten Form erhalten, es ist 


aa, “und “=O == as . 
Der Gang der Rechnung ergibt sich ohne weiteres aus dem angeschrie- 
benen Schema, der Beweis wird bei der Betrachtung des Hornerschen 
Schemas erbracht werden. Die ganze Rechnung kann mit einer einzigen 
Einstellung des Rechenschiebers durchgefiihrt werden. Als Beispiel 
soll die Gleichung 


#463 2475 2-53 =0 
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behandelt werden. Es ist jetzt = — 241 und das Schema nimmt die 
folgende Gestalt an: 
fee 63 iS. Wea 53 
—21 —882 2772 
42 — 432 — 2528 
=—24 — 4°41 
al 95573 


Die reduzierte Gleichung lautet daher 
u® — 5°73 u— 2528 = 0, 
2=u+p=u—21 


und es ist darin 


gesetzt worden. 
Gehen wir jetzt von der Form 


wWtau=b 


aus, so konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit } als positiv 
voraussetzen. Denn ware b negativ, so kénnte man ebenso wie bei der 
quadratischen Gleichung “ durch — w# ersetzen und wiirde dann zu 
einer kubischen Gleichung mit positivem 0 gelangen. Bei den Wurzeln 
dieser Gleichung wiirden dann nachtraglich noch die Vorzeichen um- 
zukehren sein. Wir dividieren die Gleichung durch u und schreiben sie 
in der Form b 


u* —— = — a. 
U 


Um mit den bisher benutzten Bezeichnungen fiir die Skalen des Rechen- 


-schiebers im Einklang zu bleiben, wollen wir u mit X bezeichnen, 
b 


Meise NE 


Die Zunge wird in umgekehrter Lage so eingestellt, daB ihr Endstrich 
iiber dem Wert 6 auf der X-Skala steht. Es ist dann fiir alle zusammen- 
gehorigen Werte X und T 


b 
EST NUS IE a Br 


Denken wir daran, da8 wir auf der oberen Stabskala die Werte Lie 
ablesen kénnen, so erhalt die kubische Gleichung die Form 


4— TT >—2@. 


Auf den beiden aneinander liegenden Skalen x und T ist jetzt ein Werte- 
paar aufzusuchen, dessen Differenz gleich — a ist, ndtigenfalls unter 
Verschiebung der Zunge um ihre ganze Lange. 

In unserem Beispiel ist der Endstrich der umgekehrten Zunge ber 
die Zahl 2°528 zu stellen, und es sind dann zwei Zahlen x und T zu suchen, 
die die Bedingung erfiillen 

A e573." 
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Uber dem Endstrich der Zunge stehen sich die Zahlen x = 6°40 und 
T= 1 gegeniiber. Ihre Differenz 5:40 ist noch zu klein, doch da die 
Differenzen nach rechts schnell wachsen, findet man bald die richtige 
Stelle x = 671. Senkrecht darunter auf der X-Skala lesen wir den 
gesuchten Wurzelwert ab: — 9590 


Dieser Wert laBt sich noch verscharfen, da durch den Wert von JT der 
Wert von x mit erheblich gréBerer Genauigkeit bestimmt ist, als man 
durch direktes Ablesen finden kann. Es ist namlich 7 = 0°976 und 
somit x = 6'706. Um einen genaueren Wert fiir X zu finden, ziehen wir 
daraus die Wurzel nach dem auf S. 13 geschilderten Verfahren. Setzen 
wir X = 2°76 —é€, so wird 


6°706 = 2°6% — 5'2e-+ é&, 
5°2e=676 — 6706+ #&=00544+ @), 
= 0;01042 


Damit ergibt sich dann der genauere Wurzelwert 
Na 2100 OL OF ae, SOO 


Die Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten hat stets 
eine reelle Wurzel; es fragt sich, ob noch wettere reelle Wurzeln vorhanden 
sind. Um diese Frage allgemein zu entscheiden, betrachten wir die 
Differenz é 


X22. 


Fir positive Werte von X wachst X standig von 0 bis oo, wahrend x 
von oo bis 0 standig abnimmt. Die Differenz X* — > steigt also mono- 
ton von — oo bis + oo, nimmt somit jeden Wert zwischen diesen Grenzen 


einmal und nur einmal an. Mit anderen Worten, fiir jeden positiven 
oder negativen Wert von a hat die Gleichung 


eine und nur eine positive Wurzel. 
Fir negative Werte von X hat die Differenz X? — x da 6 positiv 
vorausgesetzt ist, nur positive Werte. X? lauft wieder von 0 bis oo 


b ; . 3 . : é 
und — ~~ von co bis 0. Die Differenz wird somit von co zuniachst bis 


zu einem gewissen Minimum abnehmen und dann wieder nach oo ft 


zunehmen. Die Gleichung b 


X?— Da 


hat somit fiir positive Werte von a keine negativen Wurzeln. Fiir negative 
Werte von a hat die Gleichung keine, zwei zusammenfallende oder zwei 
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getrennte negative Wurzeln, je nachdem — a kleiner, gleich oder gré8er 
ee ; 2 Oe: 
als das Minimum der Differenz X2 — x ist. 


Um diese drei Falle voneinander zu trennen, suchen wir nach den 
Regeln der Differentialrechnung dieses Minimum auf. Aus der Ableitung 


2 eee 0 
folet é 
oo 
2s. 


Mit der gleichen Stellung des Rechenschiebers (nétigenfalls nach Um- 
steckung der Zunge um ihre ganze Lange), mit der wir die positive Wurzel 
gefunden haben, suchen wir jetzt die Stelle auf, wo 2x = T ist. Dem 
Werte von x entspricht jetzt nattirlich ein negativer Wert von X . 
Damit haben wir auch schon das gesuchte Minimum, es ist gleich der 
Summe der soeben bestimmten Werte x und 7, die wir mit x, und 7, be- 
zeichnen wollen. Wir konnen jetzt unsere Kriterien dahinzusammentfassen : 
Die Gleichung b 
BG Reh b>0 


hat stets eine und nur eine positive Wurzel und hat 


fT O keine negativen Wurzeln, 
fir a<0O falls —a<%x,+T7) keine negativen Wurzeln, 
falls aber —a>x,+7,) zwei negative Wurzeln. 


Ist schlieBlich — a = x, 4-75, so fallen die beiden negativen Wurzeln 
zusammen und haben den Wert — ¥%o ‘ 
Um die negativen Wurzeln zu ermitteln, miissen wir daran denken, 


b 3 tt : 
daf > fiir negative Werte von X negativ ist. Da der Rechenschieber 


das negative Vorzeichen nicht zu lefern vermag, miissen wir Wertepaare 
x und T suchen, deren Summe gleich — a ist. Auf der X-Skala lesen wir 
dann die absoluten Betrage dieser negativen Wurzeln ab. 

Suchen wir in unserem Beispiel die Losung der Gleichung 2% = 7, 
so finden wir nach Umsteckung der Zunge die Werte 


tip = 117, 9 Ty = 2°34. 


Da — a den Wert 5°73 hat, also groBer als x) + 7) ist, hat die kubische 
Gleichung noch zwei weitere negative Wurzeln. Man findet demnach 
fiir die Gleichung ok T2573 


noch die beiden weiteren Wertepaare 


x == (210,  T =5°520, 
w= 4543, T= 1187. 
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Bei dem ersten Wertepaar bestimmt man den Wurzelwert statt aus % 
viel genauer aus T durch Division in b = 2°528, 

2°528 : 5°520 = 0°45380 

2 208 

320 

Das zweite Paar ergibt X = 213, diese Wurzel laBt sich aber ebenso 
wie die positive noch erheblich verscharfen: 

4543 = 21 

<a 

0133 :4°2 = 00316. 


Somit haben wir die drei Wurzeln gefunden: 


uy, = 25896, 
U2 — —_ 0°4580, 
Us = — 21316. 


Eine Probe auf die Richtigkeit der Rechnung liefert die Tatsache, 
daB die Summe der drei Wurzeln der reduzierten Gleichung den Wert 0 
ergeben muB. 

Kehren wir schlieBlich durch Addition von — 211 zur urspriinglichen 
Gleichung zuriick, so ergeben sich die Wurzeln: 


ay — 0°4896 5 2, == — 2°5580 2 243 => — 4°2316 . 


§ 6. Tafeln. 


Die Genauigkeit des Rechenschiebers la8t sich, wie wir gesehen 
haben, durch gewisse Kunstgriffe beliebig vergroBern. Von dieser 
Moglichkeit wird man aber nur in Ausnahmefallen Gebrauch machen 
und wird daher gut tun, fiir genauere Rechnungen andere Hilfsmittel 
heranzuziehen. 

Die nachste Stufe bilden vierstellige Logarithmen. Sie haben den 
ungemein zeitsparenden Vorzug, dab sie sich auf einem Blatt unter- 
bringen lassen. Durch bequeme Anordnung zeichnen sich beispielsweise 
die im Verlag von G. Koster, Heidelberg, erschienenen Tafeln der Lo- 
garithmen und Antilogarithmen aus. 

Aus der sehr groBen Zahl der Logarithmentafeln seien ferner heraus- 
gegriffen: die fiinfstellige Tafel von F. G. GauB, die neben den Log- 
arithmen eine Sammlung anderer Tafeln enthalt, unter denen besonders 
eine Tafel der Quadrate der Zahlen von 0°000 bis 10°009 zu erwahnen 
ist, und die Tafel von Gvavelius in Verbindung mit logarithmisch- 
trigonometrischen Tafeln fiir die Dezimalteilung des Quadranten. Die 
sechsstellige Tafel von Bremikey und die siebenstelligen Tafeln von 
Schron und Vega (herausgegeben von Bremiker). Von achtstelligen 
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Tafeln sind nur die von Bauschinger und Peters bekannt geworden. 
SchlieBlich die seltene zehnstellige Tafel ,,Arithmetica logarithmica“ 
von Vlack und der durch photozinkographische Reproduktion wieder 
zuganglich gewordene ,,Thesaurus logarithmorum“ von Vega. Die 
zehnstelligen Tafeln sind wegen der quadratischen Interpolation bereits 
recht unbequem zu benutzen und kommen fiir praktische Rechnungen 
kaum in Frage. Hochste Genauigkeit ist z. B. erforderlich in der 
Landesvermessung bei der Berechnung von Dreiecken 41. Ordnung 
und bei gewissen astronomischen Rechnungen. Aber auch hier kommt 
man mit siebenstelligen oder héchstens achtstelligen Logarithmen 
immer aus. 

Einen Anhalt fiir die Genauigkeit einer logarithmischen Rechnung 
gewinnt man leicht, wenn man bedenkt, da8 in einer nstelligen Tafel 
eine halbe Einheit der mten Stelle unsicher ist. Dieser Fehler kann sich 
durch die Interpolation auf eine ganze Einheit vergré8ern, wenn der 
gesuchte Logarithmus nicht gerade in der Tafel enthalten ist und die 
(x + 1)te Stelle vernachlassigt wird. Bei der Berechnung eines Pro- 
dukts aus zwei Faktoren kann sich der Fehler im auBersten Falle auf das 
Doppelte steigern, der Logarithmus des Resultats kann daher um zwei 
Einheiten der letzten Stelle, also um 2°10~” unsicher sein. Der 
dadurch bedingte Fehler im Numerus ergibt sich aus der Entwicklung von 


y== log x, 


die bis auf Glieder zweiter Ordnung lautet 
Pit ies 3 Ax 
A i log é ae 


1 
loge 


Nun ist dy = 2-10-” und 


A = 230:2-10°"=46-10-". 
Das Produkt ist also z. B. bei vierstelligen Logarithmen etwa auf fiinf 
Zehntausendstel seines Betrages unsicher. 

Der Gebrauch einer vierstelligen Tafel bedingt demnach etwa die 
zehnfache Genauigkeit des Rechenschiebers. 

Neben den gewohnlichen Logarithmentafeln, iiber deren Einrichtung 
nichts gesagt zu werden braucht, findet man noch haufig die sog. ,,Gaufr- 
schen Logarithmen“ oder ,,Additions- und Subtraktionslogarithmen“, die 
der Aufgabe dienen, aus log a und log 6 die Logarithmen von a + 6 
und a—b abzuleiten, ohne vorher auf die Numeri zurtickgehen zu 
miissen. In der verbreitetsten Anordnung stehen die beiden mit A und B 
bezeichneten Kolonnen in der Beziehung 


A log x; B= logit =P x)". 
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Die beiden Fundamentalaufgaben werden dann durch die Beziehungen 
gelost 

loga — logb = A, log (a + b) = B + logb = loga + (B— A) 
und 

loga — logb = B, log (a — b) = A + logb = loga— (B— A). 


Da man statt dreimal nur einmal in die Tafel einzugehen braucht, ist 
die Benutzung dieser Logarithmen sehr zweckmabig. 

Bei der gewohnlichen Multiplikation und Division werden Log- 
arithmen ganz vermieden durch Produktentafeln, unter denen die von 
Crelle bis 1000-1000 und die von L. Zimmermann bis 100-1000 gehen. 

Fiir viele Zwecke, so insbesondere fiir das Rechnen mit der 
Rechenmaschine, ist eine Tafel der Reziproken wertvoll. Am ausfihr- 
lichsten ist die siebenstellige ,,.fable of the reciprocals of numbers‘ von 
W. H. Oakes. 

Ebenfalls fiir das Maschinenrechnen sind Tafeln der nattirlichen 
trigonometrischen Funktionen wichtig. Neben dem siebenstelligen ,,Opus 
palatinum, neu herausgegeben von Jordan, seien die siebenstellige 
Tafel von Peters und die fiinfstellige von Lohse erwahnt. Die beiden 
letzteren sind fiir Dezimalteilung des Grades eingerichtet. 

AuBer den Tafeln der trigonometrischen Funktionen sind fiir wissen- 
schaftliche Rechnungen haufig Tafeln der Hypferbelfunktionen wertvoll. 
Zu erwahnen sind die Tafeln von Ligowski, Burrau, Becker und van 
Orstrand und von Hayashi. Sie enthalten neben den Hyperbelfunktionen 
zum Teil auch die Kreisfunktionen zu dem in BogenmaB gemessenen 
Winkel. 

SchlieBlich sei noch fiir eine Reihe anderer Funktionen auf die 
Funktionentafeln von Jahnke und Emde verwiesen. 


§ 7. Rechenmaschinen. 


Den bisher besprochenen Rechenhilfsmitteln wohnt nur eine be- 
schrankte Genauigkeit inne, sie reichen aber in allen Fallen der Praxis 
aus, bei denen die zugrunde gelegten Werte durch Beobachtung oder 
Messung, also auch nur angenahert, bekannt sind. Die Auswahl unter 
ihnen ist nach dem Gesichtspunkt zu treffen, daB der durch die genaherte 
Rechnung entstehende Fehler den durch die Ungenauigkeit der ge- 
gebenen GréBen bedingten nicht erheblich vergréBert. 

Im Gegensatz dazu ist das Resultat, das die Rechenmaschine liefert, 
vollkommen genau. Allerdings findet diese Genauigkeit eine Grenze 
in der Anzahl der Ziffern, fiir die die Maschine konstruiert ist. Der groBe 
Vorteil bei der Benutzung einer Rechenmaschine liegt aber nicht in 
ihrer Genauigkeit, sondern darin, dak bei geeigneter Konstruktion 
Rechenfehler ausgeschlossen und die Resultate durch die Maschine 
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selbst noch tberdies kontrolliert werden kénnen. Demgegeniiber fallt 
der Nachteil, der haufig in der Mitfithrung einer mehr oder minder 
groBen Anzahl unnGtiger Ziffern besteht, nicht ins Gewicht; zumal die 
Rechenmaschine einer gleichwertigen logarithmischen Rechnung an 
Schnelligkeit weit ttberlegen ist. 

Der eigentliche Erfinder der Rechenmaschine ist Leibniz. Ein 
nach seinen Angaben erbautes Modell ist noch heute auf der Bibliothek 
in Hannover zu sehen. Durch die Konstruktion der Staffelwalze hat 
Leibniz seiner Rechenmaschine eine heute noch gebrauchliche Aus- 
fihrung gegeben. 

In einem Rahmen, dem sog. Schaltwerk, sind nebeneinander eine 
Reihe von Walzen angebracht, die den Namen ,,Staffelwalzen‘‘ nach den 
neun verschieden langen Rippen fihren, die sie auf ihrer Oberflache 
tragen (Abb. 4). Die Walzen stehen durch Kegelraderpaare mit einer 
Kurbel 6 in Verbindung, so daB bei einer Drehung der Kurbel jede Walze 
einmal um ihre Achse - 
gedreht wird. 

Uber jeder Walze 
befindet sich parallel 
zu ihr eine vierkantige 
Achse, die ein kleines 
auf ihr verschiebbares 
Zahnrad tragt. Bei einer 
Drehung der Walze ge- 
langt ein Teil der zehn 
Zahne des Zahnrades mit 
den Rippen der Walze zum Eingriff. Das Zahnrad wird um einen be- 
stimmten Betrag gedreht, der von seiner Stellung auf der vierkantigen 
Achse, namlich davon abhangt, wieviel Rippen der Walze noch bis zu 
den Zahnen des Zahnrades reichen. Steht das Zahnrad ganz vorn, so 
greift keine der Rippen ein, das Zahnrad bleibt in Ruhe. Am entgegen- 
gesetzten Ende greifen alle neun Rippen ein, das Zahnrad dreht sich 
bei einer Kurbeldrehung um °/,, seines Umfanges. Eine Skala mit den 
Ziffern 0 bis 9 auf der oberen Flache des Gehauses gibt den jeweiligen 
Stand und damit an, um wieviel Zehntel seines Umfangs sich das Zahn- 
rad bei einer Kurbelumdrehung weiterdreht. Neben der Skala befindet 
sich ein Einstellknopf, der es gestattet, mit einem durch einen Schlitz 
egreifenden Stab das Zahnrad auf seiner Achse bis zu der gewtinschten 
Stelle zu verschieben. 

Die Achse wird infolge ihres viereckigen Querschnittes bei jeder 
Drehung des Zahnrades mitgenommen und iibertragt ihre Bewegung 
durch ein Kegelraderpaar auf eine kreisformige Scheibe mit vertikaler 
Achse. Alle diese Scheiben, von denen jede zu einer Staffelwalze gehort, 
bilden das Zahlwerk. Sie tragen auf ihrer oberen Seite die Ziffern 0 bis 9, 


Abb. 4. 
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von denen aber jedesmal nur eine durch ein Schauloch im Gehause sicht- 
bar ist. Das Kegelradgetriebe ist so bemessen, da8B eine Umdrehung 
der vierkantigen Achse auch eine Umdrehung der Ziffernscheibe bedingt. 

Auf der vierkantigen Achse sitzt aber nicht nur das eine Kegelrad, 
das gerade mit dem der vertikalen Achse in Eingriff steht, sondern noch 
ein zweites ihm gegeniiberliegendes. Beide Kegelrader sind miteinander 
verbunden und um ein kleines Stiick auf der Achse verschiebbar. Durch 
eine Umschaltvorrichtung d, e]aBt sich daher erreichen, da8 entweder das 
eine oder das andere der beiden Kegelrader zur Wirkung kommt, daB 
die Ziffernscheibe also in dem einen oder anderen Sinne gedreht werden 
kann. 

Ist nun an den Einstellknépfen eine bestimmte Zahl eingestellt, z. B. 


PEs et oaks 


so wird bei einer Umdrehung der Kurbel jede Scheibe um so viel Ziffern 
weitergedreht, als Rippen der Staffelwalzen in die Zahnrader eingreifen. 
Standen alle Ziffernscheiben vorher auf 0, so erscheint jetzt die Zahl 


we ee 


in den Schauléchern. Bei der nachsten Kurbeldrehung wird jede Scheibe 
wieder um den entsprechenden Betrag weitergedreht, es erscheint die 


Zahl 44 86226. 


Die eingestellte Zahl ist also 
durch zwei Kurbeldrehungen 
mit 2 multipliziert worden. 
Wiirde man jetzt weiter- 
drehen, so wiirde die zweite 
Ziffernscheibe tiber 0 hinweggehen, und die Zahl auf der ersten Scheibe 
mite um eine Einheit vergroBert werden. In dieser Zehneriibertragung liegt 
die gréBte Schwierigkeit, die bei der Konstruktion der Rechenmaschine 
zu uberwinden war. Die durch die Staffelwalzen bewirkte Drehung der 
Ziffernscheiben und die Ubertragung der Zehner kann nicht gleichzeitig 
erfolgen; auBerdem darf die Zehneriibertragung erst dann bei einer be- 
stimmten Ziffernscheibe wirksam werden, wenn alle Ubertragungen 
bei den (rechts) vorhergehenden Scheiben erledigt sind. Deshalb be- 
decken die Rippen nur einen Bruchteil des Walzenumfanges, so daB 
mehr als die Halfte der Umdrehung fiir die Zehneriibertragung frei 
bleibt. Jede vierkantige Achse tragt in ihrer Verlangerung noch ein 
festes Zahnrad (in Abb. 4 nicht sichtbar), dem ein Zahn X auf der 
verlangerten Walzenachse entspricht (Abb. 5). Gewdhnlich greifen 
beide nicht ineinander, nur wenn die vorhergehende Ziffernscheibe von 
9 nach 0 itbergeht, wird durch eine Hebeliibertragung der Zahn X in 
die Ebene des Zahnrades gebracht und dreht die zugehérige Ziffern- 
scheibe um eine Zahl weiter. Damit alle Zehneriibertragungen nach- 


4 
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einander erfolgen, sind die Zahne X gegeneinander um einen gewissen 
Winkel verdreht. 

Durch die Zehnertibertragung wird es nun mdglich, eine auf dem 
Schaltwerk eingestellte Zahl mit einem beliebigen Faktor zu multi- 
plizieren, indem man sooft dreht, wie der Multiplikator angibt. Das 
Produkt erscheint in den Schauléchern des Zahlwerks. Nun ist das 
Zahlwerk in Form eines Lineals gegen das Schaltwerk verschiebbar. 
Verschiebt man das Lineal um eine Stelle nach rechts, so wird bei einer 
Kurbeldrehung das Zehnfache der eingestellten Zahl addiert. Bei vier 
Kurbeldrehungen wird eine Multiplikation mit 40 ausgefiihrt. So ist 
es moglich, durch wenige Kurbeldrehungen auch mit einem mehr- 
stelligen Faktor zu multiplizieren. Ein weiteres Zahlwerk zahlt die 
Umdrehungen der Kurbel, gibt also nach beendeter Rechnung den 
Multiplikator an. 

Durch die oben erwahnte Umschaltung 148t sich erreichen, da8 die 
Ziffernscheiben des Zahlwerks im entgegengesetzten Sinne gedreht 
werden. Bei einer Kurbeldrehung wird die im Schaltwerk eingestellte 
Zahl von der im Zahlwerk befindlichen subtrahiert. Durch das Ver- 
schieben des Zahlwerks ist es méglich, die Division zweier Zahlen auf 
einzelne Subtraktionen zuriickzufiihren. Man stellt den Dividenden 
im Zahlwerk, den Divisor im Schaltwerk ein, so daB die Ziffern héchsten 
Ranges untereinanderstehen. Nun subtrahiert man den Divisor so oft 
es geht und erhalt im Umdrehungszahlwerk die erste Stelle des Quo- 
tienten. Jetzt wird das Zahlwerk um eine Stelle nach links verlegt, 
man subtrahiert aufs neue den Divisor und erhalt die zweite Stelle des 
Quotienten usw. SchlieBlich sind die im Umdrehungszahlwerk vor- 
gesehenen Stellen erschépft und im Zahlwerk bleibt der Rest der Division 
stehen. Man kénnte weitere Stellen des Quotienten bestimmen, indem 
man mit dem Rest die Division vor vorn anfinge. Etwa drei weitere 
Stellen vermag auch die Division mit dem Rechenschieber zu geben 

Sobald auf dem linken Ende des Zahlwerks eine Zehnertibertragung 
nicht mehr ausgefiihrt werden kann, ertént ein Glockensignal als War- 
nungszeichen. Wiirde man daher bei der Division einmal zu oft sub- 
trahieren, also der Maschine zumuten, eine gréSere Zahl von einer 
kleineren zu subtrahieren, so wiirde man durch das Glockensignal auf 
diesen Irrtum aufmerksam gemacht werden und kénnte durch Addition 
des Divisors den Fehler wieder riickgangig machen. SchlieBlich ist 
eine besondere Léschvorrichtung vorhanden, die es gestattet, alle Ziffern- 
scheiben beider Zahlwerke gleichzeitig auf 0 zu stellen. 

Eine andere Konstruktion des Schaltwerks benutzt an Stelle der 
Staffelwalzen Zahnrader mit veranderlicher Zahnezahl (Abb. 6). Die 
Zahne werden durch einen Hebel, der an einer von 0 bis 9 bezifferten 
Skala entlang lauft, vor- oder zuriickgeschoben. Eine Einstellung des 
Hebels auf eine bestimmte Ziffer bewirkt das Herausspringen der ent- 
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sprechenden Anzahl Zahne. Bei einer Drehung des Zahnrades wird daher 
das eingreifende Zahnrad des Zahlwerks um die gewiinschte Ziffernzahl 
weitergedreht. Da die Zahnrader auf einer gemeinsamen horizontalen 
Achse angebracht sind, zeichnet sich diese Maschine durch gedrungene 
Bauart aus. Die Zahlen stehen auf den Stirnflachen der Zahnrader 
dichter beieinander als bei anderen Maschinen 
mit horizontal liegenden Ziffernscheiben und 
lassen sich beim Ablesen leichter tiberblicken. 
Dem steht als Nachteil gegentiber das beim 
Drehen der Kurbel auftretende ungleiche 
Drehmoment und die ungiinstige Lésch- 
vorrichtung. 

Eine neuere Konstruktion (Abb. 7) er- 
setzt die Staffelwalzen durch zehn in der 
Langsrichtung verschiebbare Zahnstangen Z. 
Fiir ihre Verschiebung sorgt ein Proportional- 
hebel H, der um einen seiner Endpunkte von 
einer mit der Kurbel K verbundenen Pleuelstange P gedreht wird. Dabei 
verschiebt sich die erste Zahnstange ttberhaupt nicht, die zweite um 
einen Zahn, die dritte um zwei usw., die zehnte um neun Zahne. Auch 
bei dieser Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen zehnzahnige 
Radchen auf vierkantigen Achsen. Stellt man eine bestimmte Ziffer 
ein, so befindet sich das entsprechende Radchen gerade tiber der Zahn- 
stange, die um die eingestellte Zahnezahl verschoben wird, und tibertragt 


Xd 


Abb. 6. 


Abb. 7. 


die gewiinschte Drehung auf die vierkantige Achse. Durch eine Uin- 
schaltung kann der andere Endpunkt des Proportionalhebels festgehalten 
werden, dann verschiebt sich die erste Zahnstange um neun, die zweite 
um acht usw., die zehnte tiberhaupt nicht. Jedesmal erganzt jetzt die 
Zahnezahl, um die sich eine Zahnstange verschiebt, die der friiheren 
Verschiebung zu 9. Diese Einstellung dient zur Subtraktion, die ja 
in der Tat durch Addition der Erginzungen zu 9 ausgefiihrt werden kann, 
wenn man noch die héchste Stelle um eine Einheit erniedrigt, die letzte 
um eine Einheit erhoht, eine Korrektur, die durch besondere Vorrich- 
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tungen von der Maschine selbst besorgt wird. An Stelle des Glocken- 
zeichens, das die nicht mehr vorhandene Zehneriibertragung ankiindigt, 
tritt bei dieser Maschine eine mit Federdruck bewirkte Hemmung der 
Kurbel. Dadurch wird es méglich, die Division zu einer vollkommen 
automatischen Operation zu machen, ein Umstand, der es gestattet, die 
'Kurbel ganz wegfallen zu lassen und die Maschine mit elektrischen 
Antrieb zu versehen. 

Neben den bisher beschriebenen Maschinen, die man als erweiterte 
Additionsmaschinen bezeichnen kann, sind auch eigentliche Multi- 
plikationsmaschinen gebaut worden, die Multiplikationen direkt und 
nicht durch sukzessive Additionen ausfiihren. Ahnlich wie bei der soeben 
beschriebenen Maschine befinden sich unter den Einstellschlitzen Zahn- 
stangen, die ihre Bewegung auf langs vierkantigen Achsen verschieb- 
bare Zahnradchen itibertragen. Die Verschiebung der Zahnstangen 
erfolgt bei dieser Maschine durch einen sog. Einmaleinskérper, der durch 
einen besonderen Hebel jedesmal in die fiir die Multiplikation mit der 
betreffenden Ziffer notwendige Stellung gebracht wird. Bei der Multi- 
plikation ist fiir jede Stelle des Faktors nur eine Kurbeldrehung er- 
forderlich, die auch gleichzeitig jedesmal eine Verschiebung des Zahl- 
werks bewirkt. Leider ist diese Maschine durch ihre Gr6éBe etwas 
unhandlich. 

Bei den meisten neueren Rechenmaschinen ist auch eine Zehner- 
tibertragung im Umdrehungszahlwerk angebracht. Diese Einrichtung 
ist nicht nur bei der Multiplikation mit der dekadischen Erganzung und 
bei der Division von Vorteil, sondern gestattet es, bei einer Reihe von 
Divisionen die Quotienten fortlaufend zu addieren. 
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Neben der Ausftthrung von Multiplikationen und Divisionen ge- 
stattet die Rechenmaschine auch die Berechnung von Quadratwurzeln. 
Ein Verfahren beruht auf dem Satz, daB die Summe der » ersten un- 
geraden Zahlen gleich ? ist, und soll an dem Beispiel y21 gezeigt werden. 
Bei der gewéhnlichen Rechnung wiirde man von 214 zunachst 4? sub- 
trahieren und den Rest mit zwei Nullen versehen. Von 500 zieht man 
das doppelte Produkt aus 4 und der nachsten Stelle, die man schatzungs- 
weise ermitteln mu, sowie deren Quadrat ab usw. 

Um die Aufgabe auf ahnliche Weise mit der Maschine zu lésen, 
stellen wir im Zahlwerk 21 ein und zahlen davon nacheinander die ersten 
ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 ab, soweit es geht. Das OQuotientenzahlwerk 
registriert 4 Kurbeldrehungen und das Quadrat von 4 ist abgezogen 
worden. Um nun das doppelte Produkt von 4 und der nachsten Stelle 
und gleichzeitig deren Quadrat zu subtrahieren, verschieben wir das 
Lineal um eine Stelle nach links und subtrahieren nacheinander 
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0°80 + 0:01, 0°80 + 0:03, 0°80 + 0°05, ... Die Anzahl der méglichen 
Subtraktionen gibt die nachste Stelle der Wurzel. Wieder verschieben 
wir das Lineal um eine Stelle nach links und miissen jetzt das doppelte 
Produkt aus 4°5 und der nachsten Stelle sowie deren Quadrat abziehen. 
Das geschieht durch sukzessives Subtrahieren von 900 +1, 900 + 3, 
900 + 5,... (unter Fortlassen des Kommas). Die Anzahl der mog- 
lichen Subtraktionen ist jetzt 8. 

So kann man beliebig fortfahren. Wollte man aber die Rechnung 
an dieser Stelle abbrechen, so kénnte man, da das Quadrat der nachsten 
Ziffer nur eine geringe Rolle spielt, einige weitere Ziffern durch einfache 


jai=4'5... 7500 

16 901 

8/500 6599 

425 903, 

on. 5696 

905 

500 4791 

81 907 

| 419 3884 

4 83 909 

20. 336 2975 

5 85 O14 

AZ 251 2064 

5 87 913 

A2 164 1154 

=a _89 91S 

4° 5 5 75 8 236 
4°58 


Division ermitteln (vgl. S. 43). Da der Rest 236 durch 916 dividiert 
0°258 ergibt, findet man also sehr schnell 


24 = 458258... 

Sobald einige Ziffern der gesuchten Wurzel bekannt sind, fiihrt ein 
anderes Verfahren schneller zum Ziel. Wir stellen wieder den Radikanden 
auf dem Zahlwerk ein und dividieren ihn durch den Naherungswert 
der Wurzel, das arithmetische Mittel aus Divisor und Quotient gibt dann 
einen besseren Naherungswert. 

Ist x, ein Naherungswert der Gleichung 

Nee a: 
und betragt seine Verbesserung &,, dann miiBte 


a= (%, + §)? = x3 + 26%, + & 


sein, oder Es 
tae “a rf SI 
ed ZY a oe 
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Unter Vernachlassigung von os ergibt sich somit der zweite Naherungs- 
wert : 


; 3 ( | 
No = % +6, == (4, +—), 
nie eee ¥y 
also gleich dem arithmetischen Mittel aus Divisor x, und Quotient s ; 


Sein Fehler &, ist gleich dem vernachlassigten Ausdruck i: oder relativ 
$2 A ey 
Ae 
Der zweite Naherungswert ist daher, kurz gesagt, etwa auf doppelt soviel 
Stellen richtig wie der erste. 

Natiirlich kénnte man mit dem zweiten Naherungswert das Ver- 
fahren wiederholen und wiirde zu einem Werte fiir die Wurzel gelangen, 
der wieder doppelt soviel richtige Ziffern aufweist. Bestimmt man den 
ersten Naherungswert mit dem Rechenschieber auf drei Stellen genau, 
so wiirde schon der erste Schritt ein auf etwa 6 Stellen genaues Resultat 
liefern. Der nachste Schritt ergabe bereits ein Resultat, dessen Genauig- 
keit mit den meisten Maschinen nicht mehr voll ausgenutzt werden kann. 

Sehr vorteilhaft ist die Maschine auch zur Bildung von Aggregaten 


ee ab, + dab, + ays... 


zu benutzen, da die einzelnen Teilprodukte fortlaufend addiert werden 
kénnen. Wahrend bei logarithmischen Rechnungen derartige Aus- 
driicke ein groBes Hindernis bilden und moglichst durch Umgestaltung 
der Formeln weggeschafft werden, wird man sie beim Maschinenrechnen 
gerade herbeizufiihren suchen. 

Viele Rechnungen lassen sich mit der Maschine leicht so ausfihren, 
daB sich am Schlu8 eine Kontrolle einstellt. Bei der in der Physik so 
haufig vorkommenden linearen Interpolation handelt es sich darum, 
aus der Gleichung paeihehert 


zu einer Reihe gegebener Werte x die entsprechenden y zu berechnen. 
Man bestimme zunachst 
Y= 4%, +06, 


dann 1aBt sich die Berechnung jedes folgenden Wertes auf die des vorher- 
gehenden aufbauen: 
Vo = Vy + a (%2 — %}) 


Ya = Va + 4 (%3 — Xo) 


Der Faktor a bleibt ein fiir allemal eingestellt und wird der Reihe nach 
mit den Differenzen (%;+;—%*;) multipliziert und zu dem Werte 4; 
der vorhergehenden Rechnung addiert. Entsteht im Laufe der Rechnung 
ein Fehler, etwa dadurch, daB die Maschine schadhaft geworden ist, 
so pflanzt er sich durch die ganze Rechnung bis zum letzten Werte Vp 
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fort. Berechnet man ¥, noch ein zweites Mal direkt, so gibt die Uber- 
einstimmung der beiden SchluBwerte eine nahezu unbedingte Garantie 
dafiir, da& auch alle vorhergehenden Werte richtig sind. 


§ 9. Aufgaben zum 1. Kapitel. 


*1. Eine Reihe von MaBen in englischen Zoll: 
0758, 1361; 2:4032°5 58 7109 20,1107 


ist in Zentimeter umzurechnen. 1 Zoll = 2°540 cm. 

*2. Ein Luftpumpenzylinder zeigt bei 27 cm Abstand des Kolbens 
von der Bodenflache 1°6 Atm. Druck. Welchen Druck zeigt der Zylinder 
bei 40, 35, 30; 25, 20, 15, 10, 5 cm Abstand ? 

*3. Eine Strecke von 13°25 km Lange ist in 5 Teile zu teilen, die 
sich wie 2:3 :5:7°5 :10 verhalten. 

4. 160 Arbeiter brauchen zu einer bestimmten Arbeitsleistung bei 
achtstiindiger Arbeitszeit 42 Tage. Welche Zeit brauchen 


75, 100, 250, 600 Arbeiter 
a) bei achtstiindiger, 
b) bei sechsstiindiger Arbeitszeit ? 


5. Mit dem Rechenschieber sind die folgenden Wurzeln zu _ be- 
rechnen: y 273 00684 534 7 1846 
yoo21 ors 2a 4a. 

*6. Die Flacheninhalte der Kreise mit den Durchmessern d = 1°35, 
4°01, 7°25, 11°31, 24:06, 38°77 mm sind zu berechnen. 
*7. Die Geschwindigkeit eines aus der Hohe h frei fallenden Kérpers 
ist v = 2gh. Welche Geschwindigkeiten gehdren zu den Fallhéhen 
12, 235,36; 58, 442 me? 


*8. Durch ein Rohr von 26°3 cm Durchmesser strémt Wasser mit 
der Geschwindigkeit 0°84 m/Sek. Mit welcher Geschwindigkeit erfolgt 
die Stro6mung durch Rohre mit den Durchmessern 


14°7, 491, 23°0, 34°8, 37°4.cm? 


*9. Die Verlangerung 4/ eines mit P kg belasteten Drahtes von der 
Lange / und dem Durchmesser d wird aus 


LP 


Al = 
ID, 
4 


Anmerkung. Die mit einem * versehenen Aufgaben kénnen je bei einer 
Stellung des Rechenschiebers gelést werden. 
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berechnet. Wie gro8 ist die Verlangerung von 1m langen mit 10 kg 
belasteten 


O78, 1°32; 2°53, 4°48 mm 
starken Drahten? Der Elastizitatsmodul ist E = 2 200 000 kg/cm?. 
10. Von einem Dreieck sind eine Seite und die beiden anliegenden 
Winkel gegeben: 

a= 63°2 Ors 13 °5° De Ag 4° 

47°5 BOMe 56°2° 

96°8 733° 236 GI 
Wie gro8 sind die beiden andern Seiten ? 


11. Von einem Dreieck sind zwei Seiten und ein gegeniiberliegender 
Winkel gegeben. a 
f= O28 bE Ay (= 21°9° 


91°2 20°4 ABPA2 
64°7 79'2 54 es 


Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite ? 


42. Von einem Dreieck sind zwei Seiten und der eingeschlossene 
Winkel gegeben. 


B= ASO Ae Ue 732) eis 4” 
145°7 82°4 63°25 
ete 126°4 48°2° 


Wie groB sind die beiden andern Winkel und die dritte Seite ? 


*13. Ein Mast von 23°5 m Hohe soll durch ein von der Spitze zur 
Erde gespanntes Seil gehalten werden. Wie lang ist das Seil, wenn es 
mit dem Erdboden Winkel von 

A (o} A 10) * Oo 2 79D 
bildet ? OF Be 47 1 eee OT 
14. Die Polarkoordinaten 


k == 650 4°84 7°54 5°30 
p= Se 117°9° 241°3° SD70¢ 
sind in rechtwinklige Koordinaten zu verwandeln. 
45. Die rechtwinkligen Koordinaten 
eae Seen OA} O 1°61 
y = 4°49 Sy fe 0,044 §--9380 
sind in Polarkoordinaten zu verwandeln. 


*16. Die Briggsschen Logarithmen der Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
sind durch Multiplikation mit 2°3026 in natiirliche zu verwandeln. 
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log2=03010 log5 =0'6990 log 8 =0'9031 
log 3 =0'4771 log6=0°7782 log9 = 0'9542 
log 4 = 0°6021 log'7 = 0:384545 
Die Rechnung ist auf vier Stellen nach dem Komma durchzufiihren., 
47. Die Wurzeln 
719315 57-8906 143-25 
sind mit dem Rechenschieber auf 4 Dezimalen zu berechnen. 
18. Die Wurzeln der Gleichungen 
x? —24141%+ 1:062=0 
x? — 351% —1812 =0 
x2?4+478x%+ 466 =0 
sind mit dem Rechenschieber zu berechnen. 
19. Wieviel reelle Wurzeln haben die nachstehenden Gleichungen 
dritten Grades? ee — 7-894 8°38 = 
84 338% — 154=0 
= 34:9 x-—41°7 = 0. 
20. Die reellen Wurzeln der vorstehenden Gleichungen sowie der 


Gleichungen 
PEE ESO Ree i 2233 4 0523 = 


x8 4-43 4*—1765 x +1931 =0 

x8 — 2°75 x2 — 628 x — 1:929=0 

x8 4-9°5 x21 28:04 x + 25:02 =0 

x* — 3°78 x2 + 5°92 x— 36 =0 

x* + 3:83 424. 2:075%+ 41:045 =0 
sind mit dem Rechenschieber zu ermitteln, 


Zweites Kapitel. 


Lineare Gleichungen. 


§ 10. Gleichungen mit zwei Unbekannten. 


_ Die Auflésung linearer Gleichungen ist theoretisch mit den ele- 
mentarsten Satzen der Determinantentheorie abgetan. Fiir die rech- 
nerische Behandlung der Aufgabe ist die Lésung durch Determinanten 
jedoch durchaus ungeeignet, vielmehr geschieht umgekehrt die nume- 
rische Berechnung von Determinanten nach derselben Methode, die hier 
fiir die numerische Auflésung von linearen Gleichungen dargelegt wird. 
Das Verfahren soll an zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten in solcher 
Allgemeinheit entwickelt werden, daB sich seine Ausdehung auf Glei- 
chungen mit mehr als zwei Unbekannten sofort ergibt. 

Die beiden Gleichungen, aus denen die Unbekannten x und y er- 
mittelt werden sollen, seien in der Form gegeben 


(1) Ee sae a 
a,x+by+l,=0. 
Die Koeffizienten a, und a, kénnen nicht beide gleichzeitig gleich 0 sein, 
da dann * in den Gleichungen nicht vorkame, also auch nicht bestimmt 
werden kénnte. Ist einer von beiden, etwa a,, gleich 0, dann reduziert 
sich die betreffende Gleichung auf eine Gleichung mit einer Unbekannten, 
aus der man durch Division sofort 
ee 
y a by 
findet. Die Unbekannte x ergibt sich aus der andern Gleichung durch 
Einsetzen dieses Wertes fiir y . 
Im allgemeinen Falle multiplizieren wir die erste Gleichung mit 
einer Zahl m so, daB 
M*t, = — ay 
wird und addieren die multiplizierte Gleichung zu der zweiten. Es ent- 
steht eine neue Gleichung, die ~ nicht mehr enthalt, 


by +1, =0, 
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aus der also durch Division die Unbekannte y gefunden werden kann: 
2B 
s fee 
Durch Einsetzen dieses Wertes in eine der beiden gegebenen Glei- 
chungen ergibt sich eine Gleichung fiir x. 

Die Rechnung 1a8t sich sehr bequem mit dem Rechenschieber 
ausfiihren, falls seine Genauigkeit gentigt. Zur Abkiirzung der Schreib- 
weise lassen wir die Unbekannten ganz weg, die Bedeutung der Koeffi- 
zienten ergibt sich aus ihrer Position. Stellen wir die Koeffizienten a, 
und a, auf dem Rechenschieber einander gegentiber, so kénnen wir 
zu den Koeffizienten 6, und 1, gegeniiberstehend sofort die Werte 
'mb,| und |ml,| ablesen. Die Vorzeichen dieser Werte sind gleich oder 
entgegengesetzt den Koeffizienten der ersten Gleichung, je nachdem a, 
und a, entgegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Dann stellen 
wir 6; und J, gegentiber und lesen gegeniiber / und 0b, die Werte |¥| 
und |vd,|. Auch hier haben wir gleiches oder entgegengesetztes Vor- 
zeichen der gegeniiberstehenden Werte, je nachdem 63 und /3 ent- 
gegengesetztes oder gleiches Vorzeichen haben. Durch Addition 


L+y=], 
ergibt sich die Gleichung mit einer Unbekannten 
a,% + L=0, 


aus der x durch Division gefunden werden kann. Zur Bestimmung von x 
werden also die Kolonnen genau so behandelt, wie vorher die Reihen. 
Die ganze Rechnung laBt sich daher in ein symmetrisches Schema ein- 
ordnen: 


x y 
pene Parag he ont | 9 
y by X Ay 4 = 
(1a) pc eelnes Gipa ed 
ee eer 
yb, | y= 


Diese Behandlung der Aufgabe setzt voraus, daB a, + 0 ist, was 
ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden kann, wenn 
die Gleichungen x wirklich enthalten.. AuBerdem muB 65 + 0 sein. 
Ware 65 = 0 und J, + 0, so enthalten die Gleichungen einen Wider- 
spruch und kénnen nicht durch endliche Werte der Unbekannten er- 
fillt werden, ist dagegen neben 65 = 0 auch J; = 0, so sind die Glei- 
chungen nicht voneinander unabhangig, es gibt unendlich viele Werte- 
paare x, y, die sie erfiillen. Fiir den regularen Fall werden wir also als 
Bedingung formulieren 


a, bs += 0; 
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und diese Bedingung ist identisch mit 
= 0. 


Eine Probe ergibt sich durch Einsetzen der gefundenen Werte, wobei 
man jetzt zweckmaBig Zeilen und Kolonnen miteinander vertauscht: 


os (o,— ae b,) = a,b, — a,b, = 


ay by 
yb, 


de Gall A, (Gill. 
a,x A,X 


Me APE 
Summe .. Pie 


Die Summen miissen gleich —/, und — J, sein. 
Beispiel: Die Auflésung der beiden Gleichungen 
A47% — 213 y — 3°28 =0, 
— 103% + 347y — 156 =0 


gestaltet sich in tibersichtlicher Form folgendermafen: 


% y 
AAU], — 2°13 — 3:28 | — 4:87 | O 
71359 | 4°87 Bp == OSes 
= 1°03 E71 — 1°56 
1°03 = 53 meni 
318 — 2°37 (0) 


Leah || QP == OPTS 
Die Probe ergibt 


5 (Eak Py MEN 
4°87 ie U) 
NS) 270 
578456 


zwei Summen, die mit —/, = 3°28 und —/, = 1°56 mit der von vorn- 
herein angenommenen Genauigkeit tibereinstimmen. 

Sind die Koeffizienten a, und a, von 0 verschieden, so ware es vom 
Standpunkte der reinen Mathematik aus gleichgiiltig, aus welcher der 
beiden Gleichungen man die Unbekannte x eliminiert. Aus der zweiten 
Gleichung ergibt sich mit Hilfe der ersten 


(0, = rs b,) y 4 (1, z I) == 4) 


und aus der ersten mit Hilfe der zweiten 
a \ a ; 
(2, — <b.) 9 Bik I.) =0. 


Beide Gleichungen sind einander vollkommen Aquivalent, denn multi- 
pliziert man die erste mit a, und die zweite mit — a, so ergeben beide 


(ay by — a,b,)¥ + (41, — ah) = 0. 


ake 
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Ein Unterschied entsteht erst dann, wenn die Koeffizienten der Glei- 
chungen nicht exakte, sondern nur gendhert bekannte Gré8en sind, wie 
es meist in der angewandten Mathematik der Fall ist. Sind a, und a, 
mit gleicher Genauigkeit gegeben, so ist es zweckmaBiger, die Unbekannte 
x aus der Gleichung mit dem absolut kleineren Werte von a zu elimi- 


kleiner als |a, 


. . . ag 
nieren. Denn ist z. B. | ds , $o ist m = ——~ absolut ge- 
1 


nommen ein echter Bruch und es wird |m - d,| kleiner als |b,|. Es geniigt 
eine geringere Rechengenauigkeit, um m - b, mit der gleichen Genauigkeit 
zu berechnen, mit der 6, gegeben ist, als in dem umgekehrten Falle, 
wenn m absolut groBer als 1 ware. 

Da x zum Schlu8 aus der Gleichung 


ax + 1=0 
berechnet wird, so wiirde sich bei Benutzung der ersten Gleichung 
ergeben 7, 
4=——, 
oi 


wahrend die zweite das Resultat liefern wiirde 


2 


t= 


G54 

Waren die Koeffizienten genau gegeben, so miiSten beide Gleichungen 
selbstverstandlich den gleichen Wert fiir x liefern. Sind dagegen die 
Werte von a und / fehlerhaft, und ist ¢ der absolut genommene Fehler 


von a, und ay, 0 der absolut genommene Fehler von a und /,, so ergibt 

ex +o 

ON paar 2 oe 

7, Lur Erztelung méglichst 
2 


sich ftir den Fehler von x im ersten Falle etwa 
EX 


, dagegen bei Be- 


nutzung der zweiten Gleichung etwa 


groper Genauighert fiir x ist es also ebenfalls vorteilhaft, wenn a, méglichst 
grog ist. 

In unserem Beispiel begannen die Gleichungen mit 

AAT X =... 
wt (3 vee ee 
Aus der zweiten Gleichung eliminiert man daher am besten x und aus 
der ersten berechnet man es nachher wieder. 

Ware ein Koeffizient von x genauer gegeben als der andere, so 
kann man die betreffende Gleichung mit einem geeigneten Faktor multi- 
plizieren, um gleiche Genauigkeit mit der anderen Gleichung her- 
stellen. Wiirde z. B. der Anfang unserer Gleichungen lauten 


ASA 7G lene re 
3450308 on a, 


wo 417 auf 0°01 genau, 1°030 dagegen auf 0'001 genau gegeben ist, so 
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multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 10 und erhalten mit gleicher 
Genauigkeit AAT © 


= MOBO Beans oS 
Da die zweite Gleichung den absolut gréBeren Koeffizienten von x ent- 
halt, ware jetzt die Reihenfolge der beiden Gleichungen zu vertauschen. 
An die erste Stelle kommt also die Gleichung, die den absolut groBeren 
Koeffizienten von x enthalt, wenn beide auf gleiche Genauigkeit ge- 
bracht worden sind. 

Ist a, absolut genommen sehr viel kleiner als a,, so stellen die Pro- 
dukte m+6, und m-1, nur kleine GroBen dar, vorausgesetzt, daB die 
ubrigen Koeffizienten der Gleichung etwa die gleiche GroBenordnung 
haben; sie kénnen auch dann noch mit dem Rechenschieber berechnet 
werden, wenn die Koeffizienten mit groBerer Genauigkeit gegeben sind, 
als sie der Rechenschieber zu liefern vermag. Im allgemeinen miiBte 
man, wenn der Rechenschieber nicht ausreicht, mit der Rechenmaschine 
oder mit Logarithmen rechnen, doch laBt sich auch ein Kunstgriff an- 
wenden, durch den man eine Gleichung erhalt, die x sozusagen nur 
schwach enthalt, bei der also der Koeffizient von x absolut klein ist 
gegen den der anderen Gleichung. Sind in unserem Beispiel die Koeffi- 
zienten mit hundertfacher Genauigkeit gegeben: 

44700 x — 21300 y — 3°2800 = 0, 
—- 1:0300 « + 3°7100 vy — 15600 =0, 
so wiirde bei direkter Auflosung mit dem Rechenschieber diese groBere 
Genauigkeit nicht mehr ausgeniitzt werden konnen. Leitet man jedoch 
zunachst eine see Gleichung ab dadurch, da8 man die erste Gleichung 
durch 4 dividiert und zu der zweiten addiert, so entsteht eine weitere 
Gleichung, bei der der Koeffizient von x so klein ist, daB die Reduktion 
der ersten in Verbindung mit dieser neuen Gleichung durch den Rechen- 
schieber mit ausreichender Genauigkeit méglich wird. Die noch auf- 
tretenden Multiplikationen und Divisionen von vier- und fiinfstelligen 
Zahlen kénnen ebenfalls mit dem Rechenschieber ausgeftthrt werden, 
nachdem man ein- bis zweimal direkt gerechnet hat (siehe S. 12). Die 
ganze Rechnung gestaltet sich jetzt folgendermafien : 


x y 
44700 —2:1300  —3:2800 | — 4-8656 
— 14910 41700 
Bees ase 
— 1:0300 S71 COME tn OOO 2 ve 
T0225 ee 2Of5 525. ps 08200, oe die ., 
86 0 
. Bie — 2°3800 
sa eee 5g273 a 2786 x = 11668 
31839  — 2°3702 
22287 
— 1415 0 
1415 y = 07444 


38 Lineare Gleichungen. 
Bisher ist immer vorausgesetzt worden, daB der Koeffizient 
Ra eg en 
9 = be ay by 


von 0 verschieden ist, d. h. daB die Determinante des Gleichungssystems 
nicht verschwindet. Sind die Koeffizienten nur mit einer gewissen 
Genauigkeit gegeben, so kann es vorkommen, da’ die Determinante 
des Systems sehr klein wird, ohne daB man innerhalb der Genauigkeits- 
grenzen sagen kann, ob sie verschwindet oder nicht. Wiirden in unserem 
Beispiel die Gleichungen lauten 
416% —212y — 3°28 =0, 
— 104% +0537—156=0, 
so wiirden wir daraus durch Elimination von x# die Gleichung erhalten 
0°00 vy — 238 =0. 
Wir konnten daher schlieBen, da8 die Gleichungen einen Widerspruch 
enthalten, daB es keine endlichen Lésungen fiir die Unbekannten gibt. 
Nehmen wir nun aber an, daB die Koeffizienten nur bis auf eine Einheit 
der letzten Stelle genau sind, so kénnte fiir 0°00 y mit demselben Rechte 
0°01 y oder — 0°01 gesetzt werden. Der Maximalwert 0°01 des Koeffi- 
zienten wiirde y = 238 ergeben, der Minimalwert — 0°01 = — 238. 
Die Genauigkeit der Koeffizienten gestattet also fiir y nur die Bestim- 
mung, da sein Wert auBerhalb des Intervalls — 238 bis -++ 238 liegt. 


§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten. 


Sind mehr als zwei Unbekannte gegeben, so 14Bt sich die nume- 
rische Auflésung der Gleichungen ganz analog durchfihren. Es soll 
nur noch der Fall von drei Unbekannten betrachtet werden, da dann die 
Ausdehnung des Verfahrens auf beliebig viele Unbekannte sofort 
ersichtlich ist. Gegeben seien die Gleichungen 


ax+oytaqz+1=0, 
(2) AyX% + bey + oz +1, =0, 
a,x + by + ¢sz +1, =0. 

Von den Koeffizienten a,, a,, a3; kann wenigstens einer von Null 
verschieden angenommen werden. Die Gleichung, die den absolut 
groBten Koeffizienten a enthalt, denken wir uns an den Anfang gestellt. 
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit einer Zahl m so, daB 
m* ay, = — a, wird und addieren die erhaltene Gleichung zu der zweiten. 
Ebenso bestimmen wir eine Zahl 1 so, daB 1 - a, = — 4g ist; die mit n 
multiplizierte erste Gleichung addieren wir zur dritten. Auf diese Weise 
entstehen zwei neue Gleichungen, die nun x nicht mehr enthalten: 


(3) et +oaz+h=0, 
bby +chz+l,=0. 


§ 11. Gleichungen mit drei und mehr Unbekannten. 39 


Wieder denken wir uns jetzt die Gleichung, die den absolut gréBten 
Koeffizienten 5 enthalt, vorangestellt, vorausgesetzt, da®B nicht 05 und 
bs, gleichzeitig verschwinden. Andernfalls kénnen wir die Rollen von 
y und z vertauschen, also die dritte Kolonne an die Stelle der zweiten 
treten lassen. Sind die vier Gréfen 6), b5, cy, cs gleich Null, so ent- 
halten die Gleichungen entweder einen Widerspruch oder sie sind nicht 
voneinander unabhangig, je nachdem ob die Gré8en 15 und 14 von Null 
verschieden sind oder nicht. 

Die beiden Gleichungen (3) werden nun analog behandelt, wir be- 
stimmen eine Zahl 7’, so daB n’:b; = — bg ist und addieren die 
mit 2’ multiplizierte erste Gleichung zur zweiten. Es entsteht eine 
Gleichung fiir z allein: 

c,2-+i; =0. 


Ist cy =0, so enthalten die Gleichungen einen Widerspruch oder sind 
nicht unabhangig voneinander, je nachdem ob J] von Null verschieden 
ist oder nicht. Fir den regularen Fall konnen wir daher bei drei Glei- 
chungen die Bedingung formulieren 


a,03¢5 +0. 
Das Produkt auf der linken Seite ist auch hier wieder identisch mit der 
Determinante des Systems. 

Zur Ermittlung der Unbekannten werden jetzt die Kolonnen genau 
so behandelt wie vorher die Zeilen. Wir bestimmen zunachst eine Zahl z 
so, daB z-cz = —/3 ist. Mit z multiplizieren wir die GréBen c,, cb, 
cz der dritten Kolonne [siehe (2a)] und addieren die Produkte 
zu den entsprechenden GréBen der vierten Kolonnen, es entsteht die 
neue Kolonne J,, 1; und 0. Jetzt wird eine Zahl y so bestimmt, daB 
y+ bs = —ly ist. Mit y multiplizieren wir die zweite Kolonne 0,, 0} 
und addieren die Produkte zu der soeben neu erhaltenen Kolonne, 
es entsteht J, und 0. SchlieBlich bestimmen wir noch eine Zahl x so, 
daB x-a, = —l, wird, 

Bei einer langeren Rechnung ist es sehr erwiinscht, Proben zu be- 
sitzen, die es gestatten, im Verlauf der Rechnung die Richtigkeit ein- 
zelner Teilresultate zu priifen. Zu diesem Zweck fihrt man die alge- 
braischen Summen s,, Sz, S3 der Koeffizienten einer jeden Zeile von (2) 
ein und nimmt mit ihnen genau dieselben Operationen vor wie mit den 
anderen Koeffizienten ihrer Zeile. Dann miissen die neugefundenen 
GréBen ss, s4 und s¥ wieder die algebraischen Summen der Koeffi- 
zienten ihrer Zeilen darstellen. Man bildet also beispielsweise aus s, 
und s, 

Sp == Sp tm Sy, 
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la 


dann mu s% die algebraische Summe der Koeffizienten 63, cz, 12 


darstellen. Denn es ist 
O = ay + Wh ay 


bg = b,+m-b, 
Co = Cg +m cy 
i=l+m-l, 

und die Summe Oe + +h = sy, + ms, =). 


Wenn man die Summen s standig mitfiihrt, hat man daher die Méglich- 
keit, die Koeffizienten einer jeden Zeile zu priifen. 

Mit Benutzung der Summen gewinnt das Rechenschema fiir die 
Auflosung der drei Gleichungen (2) die folgende Gestalt: 


% y z 
| 
ay by Cy ih Sy L | 1, | (0) 
Cy yoy. | #a, | #= 
As bs Cy ly Sp 
May mb, Mey mil, MS, | 
as bg C3 ls S3 
Nay, nb, Ney nly NS, | 
(2 a) 
bf Go Ue GA UE (0) 
EC yb, ve 
f af , UJ 
bf, Cs l’, ae 
TD Gm TLAC Pann LA Urs TSE 
a ————ae 
” ” ” | 
Cy I 83 0 
26%,  s= 


_ Die Ausdehnung der Methode auf beliebig viele Gleichungen leuchtet 
nun ohne weiteres ein. 


Die Richtigkeit der fiir x, y und z gefundenen Werte la8t sich nach- 


traglich wieder durch Einsetzen priifen. Man vertauscht in den Glei- 
chungen Zeilen mit Kolonnen und bildet die Summen: 


Ain Gx! DAG, 3. Gl 
a, x Ay X Ay x 
by bsy bsy 
Cz Cae Cy2 
Summe Puta sacs 
die mit den Werten —/,, —/, und —J, itbereinstimmen miissen. 


Als Beispiel sollen die drei Gleichungen 


447% — 243 % 447 2D bb ee 
— 1°03. 8 Be 7 ley) OO Sua Aa See 
132% —1:06y + 4582 — 241 =0 
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gelést werden, wobei zur Kontrolle die Koeffizientensummen mit- 
gefiihrt werden médgen. Das Rechenschema gewinnt folgende Gestalt: 


x y 2 6) 
4:17 — 2:13 ASA, 2°55 | 5°76 3°28 4°87 (8) 
M3 1°59 — 487 | % = —1:168 
— 1°03 Biial 0°65 AAS 4°48 
1°03 — 53 29 63 1°42 
1°32 — 1:06 4°58 — 2°11 2°73 
— 1°32 67 —37 _— 81 — 1°82 
Bats 0:94 1°78 5°90 Pey7) O 
59 CO} — 2:37 |\y¥y= —0°745 
030) 4:21. “=. 2-92 0:91 | 
0°39 12 22 72 | 
Paste 3.70 wine ies Ve oO 
2°70 ZI—10'625 


1. Gl De, (Ede Sea 
+ 4-87 1°20 — 1°54 
1°59 — 276 0°79 
0°73 0-44 2:86 
= 2:55. Wwe 214 


die mit den negativen /-Werten innerhalb der Genauigkeitsgrenzen 
tibereinstimmen. 


§ 12. Anwendungen. 


Wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt wurde, geschieht die nume- 
rische Berechnung von Determinanten am zweckmafigsten nach dem 
gleichen Verfahren, das wir soeben fiir die Auflésung von linearen Glei- 
chungen kennengelernt haben. Man braucht dabei nur von dem Satze 
Gebrauch zu machen, das sich der Wert einer Determinante nicht 
andert, wenn zu den Elementen einer Reihe ein und dasselbe Vielfache 
der entsprechenden Elemente einer Parallelreihe hinzugefiigt wird: 
Auf Grund dieses Satzes gestattet unser Verfahren die Umwandlung 
der gegebenen Determinante schrittweise in eine Determinante, bei der 
die Elemente auf einer Seite der Diagonalen gleich Null sind. Thr Wert 
ist dann gleich dem Produkt der Diagonalglieder. 

Berechnen wir beispielsweise den numerischen Wert einer Determi- 
nante dritten Grades 

lq 8 & 
iB Ny UR 
tal uuOg) Ce 
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Die Elemente einer Zeile behandeln wir genau so, als waren sie die 
Koeffizienten einer linearen Gleichung 


ay by Cy 
ay bs CS 
May mb, mM Cy 
as, bs on 
N Ay nb, NC, 
je 
bs Cs 
Ww b5 nN Co 
Dann ist Daag ee 


Haben wir gema8 unserer Vorschrift bei der Berechnung der Deter- 
minante einzelne Zeilen oder Kolonnen miteinander vertauscht, so ist 
zu beachten, daB jedesmal bei einer Vertauschung die Determinante thr 
Vorzeichen wechselt. 

Auch bei der Berechnung von Determinanten kann zur Kontrolle der 
einzelnen Schritte die Summe der Elemente einer Zeile mitgefitthrt werden. 

Eine weitere Anwendung findet unser Verfahren bei der Umkehrung 
eines Systems linearer homogener Funktionen. Sind beispielsweise die 
drei Funktionen 4, v und w in x, y und z gegeben, 

f U=ax+tbyt cz, 
(4) { VU = dex + bey + C92, 

| w= a,x + bsy + C32, 
so kann man umgekehrt x, y und z als Funktionen von w, v und w aus- 
zudriicken suchen. 

Wir verfahren zunachst genau so wie friiher, nur da8 wir jetzt rechts 
nicht eine, sondern drei Kolonnen fiir w, v und w anschreiben. Es ergibt 
sich das Schema (4a). Wieder soll a, der absolut gré8te der Koeffizienten a 
sein, und ebenso b; absolut gréBer als 63. Wenn von den vier GréBen B53, c5, 
b3 , cz wenigstens eine von Null verschieden ist, konnen wir sie immer durch 
Vertauschung von Zeilen und Kolonnen auf den Platz von 0% bringen. Ist 


% y z u v w 
My by Cy to 1 0 0) 
0 cy Mos ¢ Oy un’ ? py “ v4 
7 BS vob v Ba Ae 
As by Cy 0 1 ) 
Mm ay moby Mey m (6) ce) 
(4a) 2a bs C3 0 (0) 1 
Nay ndy Cy n ce) 0 
bs Ge \ Ta ae ae ra ce 0 
r 0 a 
vcs! ies 2 es \B, : \, 
eal ie Cg n ty) 4 
n’ bf W CF, nim n’ (8) 
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in der letzten Gleichung cy +0, so ist damit z als lineare homogene 
Funktion von uw, v und w ausgedriickt: 

(5) csz=a,utnvtw. 


Um auch x und y auszudriicken, werden im Gegensatz zu friher 
in (4a) besser die Zeilen benutzt. Wir bestimmen eine Zahl « so, da8 


jocs = —c, ist und addieren die mit « multiplizierte letzte Zeile zur 
ersten. Ferner multiplizieren wir die letzte Gleichung mit einer Zahl » 
so, daB »cz3 = —cy wird und addieren sie zur Zeile by + c42 =... 
Da der Koeffizient von z jetzt verschwindet, ergibt sich 

(6) boy = v4 + pov + rw. 

SchlieBlich multiplizieren wir diese Gleichung noch mit einer Zahl »’ so, 
daB y’ 65 = —b, wird und addieren sie zur ersten Zeile. Hier ver- 
schwindet jetzt auch der Koeffizient von y und es wird 

(7) AX = OU + Pv + yw. 


Damit ist die Aufgabe geldst unter der Voraussetzung, dal 


a, b3cg + 0 


ist. Ware cz = 0, was sich allerdings nur feststellen 1a8t, wenn die 
Koeffizienten genau gegeben sind, so wiirde zwischen u, v und w die 
lineare Beziehung bestehen 


eutnvtw=d. 


D. h. man kann die drei Gleichungen nur ftir solche Werte von u, v 
und w nach x, y und z auflésen, die diese Relation erfiillen. z kann man 
dann noch willkiirlich annehmen, y und x sind durch die Gleichungen 
(6) und (7) bestimmt. Es gibt demnach unendlich viele Wertsysteme 
x, y, 2, die den Gleichungen geniigen. 

In der Regel sind die neun Koeffizienten nur mit einer gewissen 
Genauigkeit gegeben. Man kann dann nur sagen, daB cz sehr klein 
ist und das Intervall abschatzen, in dem es liegen muB. Da dann 
Os n! 4 

z= oy u -+- a Oe wy w 
ist, wiirde eine kleine Anderung von w schon eine sehr groBe Anderung 
von z nach sich ziehen. 

Wiirden die vier Koeffizienten 05, ch, 65 und cg gleichzeitig ver- 
schwinden, so miiBten zwischen uw, v und w die Gleichungen bestehen: 


mu+v=dO0, 
nu+t+w=od. 
Von den drei Werten w, v und w kann nur einer willktrlich angenommen 


werden, die beiden anderen sind dann bestimmt, wenn das Gleichungs- 
system (4) iiberhaupt aufldsbar sein soll. Wahlt man ein Wertetripel 
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u,v, w, das die Relationen erfiillt, so kann man y und z beliebig annehmen, 


x ist durch Gleichung (7) bestimmt. 
Da a, von Null verschieden vorausgesetzt wird, ist keine Beschran- 


kung der Allgemeinheit, da man jeden der neun Koeffizienten von (4) 
durch Vertauschung von Zeilen oder Kolonnen an die Stelle von a, 


bringen kann. 


§ 13. Aufgaben zum 2. Kapitel. 


1. Die beiden linearen Gleichungen 
3°21 4 ——4°743 y = 4:68 , 
258% +614 y =10°34 
sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen. 
2. Die beiden linearen Gleichungen 
5°1837 x + 1°2685 y = 0°3486 , 
1°7931 x — 2°5148 y = 1:8692 
sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen. Die Rechnung ist auf vier 
Dezimalen durchzufihren. 
3. Dig drei linearen Gleichungen 
286% —4:78y +319 2=1375, 
632% + 2°47y — 5°64 z=: 4412, 
3°03.% —= S191 yo 1553 2 41362 
sind mit dem Rechenschieber aufzuldsen. 
4. Die Determinante vierten Grades 
bad Ti 3c i Whe 63 
26- —3°4 7 A OrOun 
—48 Sh toe Ord PZ 
Sdn Aig geal AG 83 | 
ist mit dem Rechenschieber angenahert zu berechnen. 
5. Die drei linearen Funktionen 
u=825x% —396y —4182z, 
b= — 518% 4-575 pi 21S 2s 
w=2:97x*x —839y¥y—7152 


sind nach x, y und z aufzulésen. 


Drittes Kapitel. 


Ausgleichungsrechnung. 


§ 14. Die Aufgabe der Ausgleichungsrechnung. 


Die linearen Gleichungen und ihre numerische Behandlung haben 
ein wichtiges Anwendungsgebiet in der Ausgleichungsrechnung. 

Jede physikalische Messung ist infolge der Unvollkommenheit 
unserer Sinne und der Mangelhaftigkeit der angewandten Hilfsmethoden 
Fehlern unterworfen. Die wiederholte Messung ein und derselben GroBe, 
von deren Unveranderlichkeit wir iiberzeugt sind, liefert uns stets mehr 
oder weniger voneinander abweichende Werte, ein Zeichen fiir das Auf- 
treten unkontrollierbarer Fehler. 

Die Ursachen fiir die Entstehung von Beobachtungsfehlern sind 
mancherlei Art und bestimmen haufig deren GréBe und Eigenschaft. 
Man wird daher versuchen, aus letzteren auf die Fehlerquellen zu 
schlieBen. 

Zu erwahnen sind zunachst die ,,gvoben“ Fehler, die ihren Grund in 
untibersehbaren auBeren Einfltissen, in besonderer Nachlassigkeit des 
Beobachters oder in unrichtiger Handhabung der Instrumente haben, 
oder als Ablesungs- oder Rechenfehler auftreten. Wegen ihrer besonderen 
GroBe machen sich die groben Fehler meistens bemerkbar an dem ganz- 
lichen Herausfallen einer Beobachtung aus einer Reihe ahnlicher und 
sind daher leicht auszumerzen. Sie unterliegen nicht der Ausgleichung. 

Daneben treten ,,vegelmafige Fehler auf, wenn die Méglichkeit 
besteht, da bei einer bestimmten Anordnung die Messung immer ein 
in derselben Richtung abweichendes, also entweder ein stets zu groBes 
oder stets zu kleines Resultat liefert. Beispielsweise liegt bei der Aus- 
messung einer Strecke durch MeBlatten die Gefahr vor, statt der geraden 
Strecke einen Polygonzug zu messen. Fiir die gemessene Strecke ergibt 
sich stets ein zu groBer Wert, und dieser Fehler wachst regelmaBig mit 
der Beobachtungsgr6Be. Die regelmaBigen Fehler machen sich erst 
bemerkbar bei Verwendung verschiedener Messungsmethoden und konnen 
daher erst aus auf verschiedenen Wegen gewonnenen Resultaten aus- 


geschaltet werden. 
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SchlieBlich treten noch ,,zufdllige’ Fehler auf, d. h. Fehler, von 
denen man annelimen kann, daB sie mit gleicher Wahrscheinlichkeit 
das Resultat in dem einen oder anderen Sinne beeinflussen. In unserem 
Beispiel kann es ebensogut vorkommen, daB die Latten beim Anein- 
anderlegen etwas zu viel oder etwas zu wenig tibereinander geschoben 
werden. 


§ 15. Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleicher 
Genauigkeit. 


Die zufalligen Fehler sind der Ausgleichung ohne weiteres zuganglich. 
Das Verfahren soll zunachst an dem einfachsten Beispiel, namlich der 
Ermittelung des Wertes einer Unbekannten durch eine Reihe von Mes- 
sungen auseinandergesetzt werden. Wir nennen X die wahre, aber 
unzugangliche GréBe der Unbekannten. Aus ” Messungen seien die 
Werte /,, 1,... Un, gefunden worden, die wegen der Beobachtungsfehler 
nicht untereinander tibereinstimmen. Die Messungen seien so ausgefiihrt, 
daB wir zu der Genauigkeit einer jeden dasselbe Vertrauen haben k6nnen. 
Die wahren Fehler der einzelnen Messung sind dann 


xa = by — & ’ 
xX a lL, == & ; 
Nase ieee 


Die Gré8Ben € sind teils positiv, teils negativ. Um uns vom Vorzeichen 
frei zu machen, fitthren wir mit Gauf ihre Quadrate ein und bilden das 
arithmetische Mittel m? 
oh ide e ea ee 


n n 


Mm = 


(Das von Gauf eingefithrte Summenzeichen soll im folgenden stets bei- 
behalten werden.) Die Gré8e m, die offenbar ein MaB fiir die Genauigkeit 
der einzelnen Beobachtungen darstellt, heiBt mittlerer Fehler. 

Da wir den wahren Wert der Unbekannten nicht kennen, suchen 
wir aus den Beobachtungen J,/, .../, eine GréBe L abzuleiten, die ihm 
wenigstens moglichst nahe kommt. Von diesem ,,wahrscheinlichsten‘ 
Wert der Unbekannten unterscheiden sich die Beobachtungen um die 
» wahrscheinlichen“’ Fehler 


La=h=y, 
L — 1, = dg, 
Jt: => hy sd Un e 


Gauf nimmt an, daB L dem Werte X dann méglichst nahekommt, 
wenn die Summe der Quadrate der wahrscheinlichen Fehler ein Minimum 
wird. Die Bedingung PORT 
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la8t sich an die Spitze der ganzen Ausgleichungsrechnung stellen und 
hat dazu gefiihrt, daB man diese Art der Fehlerausgleichung als die 
Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet. In unserem einfachen Fall 
ist [vv] eine Funktion Q von L allein, und die Minimumsbedingung 
fiihrt sofort zur Bestimmung von L aus der Gleichung 
dQ 
dL 
Die Differentiation der Summe ergibt 
dQ d 
GE = Ge lh — y+ (Lb +... (L —)) 
=2{(L—4) + (L—h) +... (L— 1) = 20, 
und aus [v] = 0 folgt Len 
oder 
(1) jaggy 


n 


=0. 


Im Falle gleich genauer Beobachtungen einer GroBe gibt also das arith- 
metische Mittel ihren wahrscheinlichen Wert. 

Um den mittleren Fehler einer Messung zu finden, kann man an 
Stelle der unbekannten wahren Fehler ¢ die bekannten Abweichungen 
der Beobachtungen vom arithmetischen Mittel 


Uv; = IL, —= l; 
benutzen, hat dann aber, wie bei Gauf gezeigt wird, die Summe der 
Quadrate nicht durch 7, sondern durch » — 1 zu teilen; 


[vv] 
(2) Ld Ta 
Praktisch ist es von groBer Wichtigkeit, neben der Kenntnis des 
mittleren Fehlers einer Messung / auch einen Einblick in die Genauigkeit 
des Mittelwertes L zu gewinnen. Dazu bestimmt man den mittleren 
Fehler M des Mittelwertes nach dem Satze iiber die Pee aaa der 
mittleren Fehler. Ist PEE Bitinelae 


und sind die mittleren Fehler von a, },c... steers Mg, My, Me. <, 
so ist der mittlere Fehler ms von S gegeben durch 


; : : i 
MS = Mg tm + me +... 
In unserem Falle ist 


Ee ele Ly 
Ls as OS ee 
Lite Lettepl--': : 
und die Be Fehler von wal eee sind alle untereinander gleich, 


und zwar gleich Der mittlere Fehler von L berechnet sich demnach aus 


Zu 7 a eee 
(3) m= Te =|) 
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Bisweilen ist es miihsam, die Summe [vv] nach der Ermittelung 
von L direkt auszurechnen. Wir fiihren dann einen von L wenig ver- 
chiedenen runden Niherungswert N ein und setzen 

LIN = A;, L—-N=A. 
Wir rechnen gewissermaBen die gemessenen Werte von einem neuen 
Nullpunkte aus, den wir so legen, daB die Unterschiede 4 klein werden. 
Fiir die Abweichungen vom Mittelwerte erhalten wir 
U5 = L—l=A —A,;, 
und durch Summierung ergibt sich, da [v] = 0 ist, 
(4) WAS), 
Andererseits erhalten wir fiir 
vi = A? — 2AA, +4; 
und durch Summierung 
[vv] =n A2—2A[A] 4+ [AA]. 
In Verbindung mit Gleichung (4) folgt daraus 
(5) [vv] = — A[A] + [44]. 
Die Gleichungen (4) und (5) heiBen in der in Kapitel II benutzten 
abgektirzten Schreibweise 
A [vv] 
n 0 [A] 
o 1 albeit ongran 
und gestatten aus den leicht zu bildenden Summen [4] und [A2] die Be- . 
rechnung von A und [vv]. A ergibt sofort den gesuchten Mittelwert 


Lia Nia AS 


Aus [vv] sind nach (2) und (3) die mittleren Fehler der Einzelmessung 
und des Mittelwertes zu berechnen. 

Als Betspiel soll der wahrscheinlichste Wert eines 6mal gemessenen 
Winkels berechnet werden, sowie der mittlere Fehler der einzelnen Mes- 
sung und des Mittelwertes 


1 | i dA 

B4> 45/ Bak at GEE | 49 
Biro A5/ 47M ae 2! | 4 
34 453 = Wyle 484 
34° 45’ 307% | a) 6” 36 
BAAS. dt lt hy aa 16 
B42" 450 53” as BY 64 
Ll SS GSS 


Als Naherungswert nehmen wir 
N = 34° 45’ 45” 
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und erhalten die angeschriebenen Spalten fiir 4 und 4A. Das Gleichungs- 
system (6) lautet also 


A [vv] 
6 0) —15 
= 15 1 653 
WS 0) = 3/5 
, il 6155 


und lefert die Lésungen 
Ae = 25% (Ol .615°5u. 
Somit ergibt sich als Mittelwert 
Lia Ni A = 34° 45 42-5", 


als mittlerer Fehler einer Messung 


61 tt 
m = 255 >> 423-4 = 114 


und als mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels 


mes = = 20°52 = 45”. 


§ 16. Ausgleichung direkter Beobachtungen von 
verschiedener Genauigkeit. 


Sind die einzelnen Werte / nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen 
worden, etwa weil sie durch verschieden genaue Methoden erhalten 
worden sind, so wird man sie auch nicht gleichmafig zur Mittelbildung 
heranziehen, sondern ihnen ein nach ihrer Genauigkeit verschiedenes 
, Gewicht erteilen. 

Nehmen wir einmal an, die GréBen /, seien selbst wieder als Mittel- 
werte aus p, Elementarbeobachiungen von durchweg gleicher Genauigkeit 
erhalten worden fa ia ry 


Le itpoe Pic Vy yet ag its BE 


Den gesuchten Mittelwert ZL erhalten wir dann durch Zurtickgehen auf 
die Beobachtungen gleicher Genauigkeit als arithmetisches Mittel 


Lea H+ ht. tW+t... Te ee ibe | 
Pit bot ---Pn 
Fassen wir die Elementarbeobachtungen wieder zu den Zwischenmitteln 
zusammen, so wird 
Pili + Pole +--+ Pn’ _ [P42 

(1 eS eer eon | eae 

Die Zahlen 4, auf deren Verhaltnis es allein ankommt, sind die den 
verschieden genauen Beobachtungen zukommenden Gewichte. Dem 


Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 4 
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Mittel ZL miissen wir das Gewicht P = [] erteilen, da sich L aus [9] 
Elementarbeobachtungen zusammensetzt. Nennen wir den mittleren 
Fehler einer Elementarbeobachtung yz, so werden nach (3) die mittleren 
Fehler der GréBen J; und des Mittels L: 
os M=<-. 
Vir” yP 

In der Regel werden nun die Griinde fiir die verschiedene Genauig- 
keit der GréBen J, anderer Natur sein. Wir kénnen dann die vorstehen- 
den Formeln dazu benutzen, die Gewichte # aus den irgendwie fest- 
gestellten mittleren Fehlern herzuleiten. Da es bei den Gewichten auf 
einen gemeinsamen Faktor nicht ankommt, kénnen wir die GréBe uw 
(den mittleren Fehler der Gewichtseinheit) willkiirlich wahlen und er- 


halten we 


(2 my = 


Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen gegen den Mittel- 
wert werden wie frither gebildet 
JE Sik ==a0, 
Bei der Summe der Fehlerquadrate ist jetzt aber zu beachten, daB die 
Fehler von Beobachtungen verschiedener Genauigkeit herritthren, da8 


also bei der Summenbildung den einzelnen Fehlerquadraten verschiedene 
Gewichte zu erteilen sind. Die Minimumsbedingung lautet daher jetzt 
[pb vv] = Min. 
Die Summe ist wieder eine Funktion Q von L allein, und wir erhalten 
durch Nullsetzen der Ableitung 
142 14 
= sah (l—1)= [po] =0= IL — 0, 
also in Ubereinstimmung mit (4’) 
[P/] 
L==. 
[P] 

Die Summe [fvv] kann dazu benutzt werden, die mittleren Fehler 
nach der Ausgleichung zu berechnen. Der mittlere Fehler der Gewichts- 
einheit ist, wie man zeigen kann 

— _ (lev) 


L= 5 
n—1 


Daraus ergeben sich die mittleren Fehler der Beobachtungsgré8en und 
des Mittelwertes nach der Ausgleichung 


epee AUTO 2 eh 
(3’) My lp joe VP (a= 1) IPS 


Die mittleren Fehler vor der Ausgleichung (2’) und nach der Aus- 
gleichung (3’) miissen bei geniigender Anzahl yon Beobachtungen tiber- 
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einstimmen, wenn die Ungenauigkeit der Messungen nur von zufalligen 
Fehlern herriihrt. Jede Verschiedenheit ist cin Zeichen fiir das Auftreten 
von groben oder regel!maBigen Fehlern. 

Fiir die numerische Berechnung ist es wieder bequem, einen runden 
Naherungswert N einzufiihren. Bezeichnen wir die Abweichungen vom 
Naherungswert wie frither 


CoN == he. L=N=A, 
Dee de 


so wird wieder 
und da jetzt [pv] = 0 ist, 
(4’) 0=[p] = [4] 4 — [4]. 


Bilden wir andererseits 
[pov] = Sp (A — 1)? = [p] AP — 20p aA + [pd, 
so folgt wegen (4’) 


(5’) [pov] = —[pA] A + [pad]. 
Die Gleichungen (4’) und (5’) gestatten jetzt die Berechnung von A und 
[pv] A [pve] 
, [P] 0 [pA] 
e Hi eee 


Aus A ergibt sich der gesuchte Mittelwert 
L=N.-f'A 


Als Beispiel mégen sieben von verschiedenen Beobachtern nach ver- 
schiedenen Methoden gefundenen Werte fiir die Sonnenparallaxe unter- 
einander ausgeglichen werden. Die erste Spalte enthalt die gefundenen 
Werte, die zweite ihre mittleren Fehler. Nimmt man als mittleren Fehler 
der Gewichtseinheit ~ = 0°020”, so ergeben sich die in der dritten Spalte 
angefiihrten Gewichte. Mit dem Naherungswert N = 8°900” ergeben sich 
die tbrigen Spalten in Einheiten der letzten Dezimale. 


if m | p}) A | ph phi m 
Een: ler one weet rene | ee eee eee 
8:780” 0:020” 1:0 | —20 —20°0 400 | 0:022” 
8:794” | 0:022” | OSL 45.6 = 4:3 29 ei sO 02574 
S235 ie le 0:0237" 0°8 OW 456 | 2599 0:025” 
8:802” 0007 aa) 8-2 2) 16°4 33 0:008” 
8806” | 0-044” 02 «| 6 12 | 7 0-050” 
8-806” | 0:006% | 11:1 6 66'6 400 | 0-007” 
8-807” | 0:004” 25:00 | ets Oo. fe 1225" 0-004” 
=| 47+ — 280-0 4693 


B Die Gewichte p werden aus den mittleren Fehlern m sehr bequem mit 
dem Rechenschieber gewonnen, indem man mit umgekehrter Zunge m auf der 
X-Skala und » auf der ¢-Skala abliest. 


4* 
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Das Schema der linearen Gleichungen 


A [puvv] 
ay 16) 280 
280 1 4693 
— 280 6) —1665 
1 3028 


liefert die Losungen 
== 598 [puv] = 3028. 
Damit erhalten wir den Mittelwert 
eau EEA S=18 30509 


und den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung. 


“10-3 = Y504-7 - 10-3 = 22°5 - 10-3. 


= [puvv] | [3028 
| mera 6 


Vor der Ausgleichung ergab sich der mittlere Fehler des Mittels 
yh _# 0°020 
Vie] = 474 


nach der Ausgleichung finden wir dafiir 


= 0°'0029", 


OO = 010033”. 
Viel * yar 


Die mittleren Fehler der einzelnen Messungen, aus 


m= 


Mm, = 
Vey 
berechnet, finden sich in der letzten Spalte angegeben. 

Die mittleren Fehler vor und nach der Ausgleichung zeigen eine 
geringe, aber doch bemerkbare Differenz, ein Zeichen dafiir, daB bei 
den einzelnen Beobachtungen regelmaBige Fehler nicht ganz ausgeschaltet 
waren. 


§ 17. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 


Die Methode der kleinsten Quadrate laBt sich auf die Bestimmung 
mehrerer Unbekannten ausdehnen. Damit tiberhaupt eine Aufgabe der 
Ausgleichungsrechnung vorliegt, muB Uberbestimmung vorhanden sein, 
d.h. die Messungen miissen mehr Gleichungen liefern als Unbekannte 
zu berechnen sind. Ihre Werte werden dann so bestimmt, daf sie allen 
Messungen am besten gerecht werden. Man spricht in diesem Falle von 
vermuttelnden Beobachtungen 

Wir behandeln zunachst den speziellen Fall zweier Unbekannten, 
die mit den gemessenen Gréfen durch eine lineare Beziehung verkniipft 
sind. Gesucht sind die beiden Groen « und £, wahrend n Wertepaare 
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Xx», Vy beobachtet worden sind. Dabei soll zwischen beobachteten und 
gesuchten Gréfen die Gleichung bestehen: 
(7) “ot Bx —y=0. 

Wegen der Fehlerhaftigkeit der Beobachtungen wird es nicht még- 
lich sein, « und £ so zu bestimmen, daf Gleichung (7) von allen Werte- 
paaren %,, y, erfiillt wird. Fir irgend zwei Werte « und f ergeben sich 
die Abweichungen 
(7’ =o + Bx — I, 
und wir kénnen nun genau wie friiher diejenigen Werte a und £ als die 
wahrscheinlichsten hinstellen, ftir die [vv] ein Minimum wird. Da 
[vv] eine Funktion Q von « und f ist, ergeben sich aus der Minimums- 
forderung durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach « und f 
zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten. 

An Stelle des direkten Weges empfiehlt es sich jedoch auch hier 
wieder, zunachst zwei Naherungswerte % ) und fy einzufiihren, die man 
aus irgend zweien der beobachteten Gleichungen ableitet. Nach Glei- 
chung (7) ist jetzt zu jedem x, ein Wert &, zugeordnet: 


Ky + Bor, —k, =0, 


der von dem beobachteten y, nicht sehr verschieden ist. Setzen wir die 


Differenzen = sone. 


P= Po=%, 

Vy = ky == Lys 
so erhalten wir fiir die Abweichungen v, aus den beiden Gleichungen 

& + PX, — Vy =, 
durch Subtraktion mre aero 
(8) E+ %, — ly=,. 
Die Funktion @Q erhalt somit die Form 
Q= [oy =D (E+ ym —hy, 


und aus den partiellen Ableitungen, die jetzt entsprechend nach ¢ und 9 zu 
nehmen sind, folgen zur Bestimmung von & und die beiden Gleichungen 
i ®) 1 02 

(9) ae ese el 0s er a ee 

Zar Bestimmung der mittleren Fehler wird wieder der Wert von Q 
selbst gebraucht. Anstatt aber die Summe [vv] nachtraglich zu be- 
stimmen, wird man ihre Berechnung wie oben zweckmaBig mit der 
Berechnung von & und 7 verbinden. © kann aus Gleichung (8) direkt 
gebildet werden, bequemer ist es jedoch, die Funktion durch Einfithrung 
einer dritten Veranderlichen ¢ zunachst homogen zu machen: 


Q= > (E+ yx, — tL), 
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und dann nach dem Werte dieser Funktion fiir ¢ = 1 zu fragen. Nach 
dem Eulerschen Satz tiber homogene Funktionen folgt namlich jetzt 
0 Q 0Q 0Q 
BES Sa on ene 
und mit Benutzung der Gleichungen (9) 


1 Q 
O=[olE+leoly +g, #= — Delt, 


2 ha 


also fir 7 = 4 
(10) Q= —[ly] = —F —gle d+ [d. 

Die Gleichungen (9) stellen mit Verbindung mit (10) drei Gleichungen, 
die sog. Normalgleichungen, zur Bestimmung von &, 7 und [vv] dar, 
ein System, das in unserer abgekiirzten Schreibweise unter Benutzung 
von (8) die Form erhalt 


é n [vv] 
n [x] 0) [2] 
(11) [x] [x x] 0) [xl] 


carat pie "hel mere 
€ und 7 liefern in Verbindung mit den Naherungswerten sofort die Un- 
bekannten reer al ay pag pee 
Werden die GréBen x, als genau und nur y, als fehlerhaft vorausgesetzt, 
so ergibt sich fiir den mittleren Fehler m,, wie in der Ausgleichungsrech- 
nung gezeigt wird, analog zu (2), (wo es sich um die Bestimmung einer 
Unbekannten handelt), die Formel 

_4/ fe 
In der Regel werden nun aber die gemessenen Groen x, und y, 
gleichzeitig mit Fehlern behaftet sein. Hat ein Wert x, den Fehler 4x,, 
so ist er in der Gleichung (7’) durch x, + 4x, zu ersetzen. 
a+ B(x, +Ax,) — ¥, = v, 

a + Px, —(y, —fpAx,) =»). 

Der Fehler von x, kann also zu dem von y, gezogen werden, und 
es macht fiir den Ansatz der Minimumsbedingung nichts aus, wenn wir 
x als genau und nur y als fehlerhaft betrachten. Der Fehler m setzt sich 
jetzt zusammen aus dem mittleren Fehler m, von y und dem mit f 


multiplizierten mittleren Fehler m, von x. Nach dem Satz iiber die 
Fortpflanzung der mittleren Fehler ist daher 


2 2 [vv] 
(13) m= thy + Bm, = ——— . 

Kennt man das Verhaltnis, in dem die mittleren Fehler der GréBen 
x und y zueinander stehen, so 1aBt sich aus (13) jeder einzeln berechnen. 
Ist etwa 


oder 


M, =A->My, 
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so wird [oo] 4 
ae m—2y4 + pale’ 
(14) 


ee =e ey Nt Nes 
y m2, 7 PR 
Die mittleren Fehler der Gré8en « und f spielen in der Praxis eine 
geringere Rolle. Es sei daher nur erwahnt, da8 sie als Nebenprodukt 
bei der Auflésung des Systems (11) gewonnen werden kénnen. Die 
Koeffizienten der beiden ersten Gleichungen bilden ein symmetrisches 
System, d.h. ein System, das bei der Vertauschung von Zeilen und 
Kolonnen ungeandert bleibt. Eliminiert man einmal aus der zweiten 
Gleichung mit Hilfe der ersten &, so entsteht eine Gleichung von der 


Form Lp Pedi. 
Vertauscht man nun gleichzeitig die Zeilen und Kolonnen unter sich, 


so entsteht wieder ein symmetrisches System, in dem ¢ und 7 ihre Platze 
gewechselt haben. Die Elimination von 7 liefert jetzt eine Gleichung 


ARN 


Die Koeffizienten A, und A, liefern die gewiinschten mittleren Fehler 


Pe agai 
Me Ag 
m m 
a ——. 
VAs 


Die ganze Fragestellung 14Bt sich auch geometrisch auffassen. Ge- 
messen sind die Koordinaten x und y einer Reihe von Punkten, die auf 
einer Geraden liegen sollen. Wegen der Messungsfehler ist es jedoch 
nicht méglich, durch alle Punkte eine Gerade zu legen. Es fragt sich, 
wie die Gerade zu legen ist, so daB sie allen Punkten ,,mdglichst“ gerecht 
wird. Die Methode der kleinsten Quadrate gibt darauf die Antwort: 
Die Gerade ist so zu legen, daf 

[vv] = > (a =r BX» = Ve)" 
ein Minimum wird. 2 

Durch zwei Punkte, am besten durch die mit der kleinsten und groB- 
ten Abszisse, wird zunachst eine ,,Naherungsgerade“ gelegt. Die mit 
L, bezeichneten Gr6Ben sind jetzt die in der Ordinatenrichtung gemesse- 
nen Strecken zwischen Punkt und Naherungsgeraden. Tragen wir diese 
Strecken zu den Abszissen x, auf, so handelt es sich darum, eine Gerade, 
die ,,Verbesserungsgerade‘‘, so durch die neuen Punkte zu legen, daB 


[ve] = D(E+ 9% — 1)? 


ein Minimum wird. Die endgiiltig gesuchte Gerade ergibt sich durch 
Superposition der Ordinaten der Verbesserungs- und der Naherungs- 


geraden. 
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Hautig werden die Werte « und f gar nicht selbst gesucht sein, 
sondern sollen nur dazu dienen, zu neuen Werten x die zugehérigen Werte 
y zu berechnen. Es handelt sich dann also um eine Interpolation zwischen 
den gemessenen und ausgeglichenen Werten x,, y,. Man rechnet auch 
za den neuen Abszissen x, zweckmaBig zuerst die Naherungen 


Xo ln Puke — ky 
aus. Nach der Ermittelung der Zuschlage & und » ergeben sich die Ver- 


besserungen ic ch 
die zusammen mit den Naherungen die gesuchten Werte y liefern: 


ie ky, sa Li, : 


§ 18. Beispiel. 


Das folgende Beispiel bezieht sich auf die Ausmessung eines photo- 
graphisch aufgenommenen Linienspektrums. Die mit x bezeichnete 
Spalte gibt die Abstande dieser Linien an, von irgendeinem Nullpunkte 
aus in uw =10°* mm gemessen. Zwischen den Wellenlangen y (in 
Angstro6m = 10°‘ mm gemessen) und den Abstanden x besteht, da 
es sich um ein hinreichend kleines Stiick eines Gitterspektrums handelt, 
eine lineare Beziehung pe me 

Fiir eine Reihe von Linien sind die Wellenlangen bekannt und in 
der Spalte y angegeben. Wir stellen uns die Aufgabe, nach der Methode 
der kleinsten Quadrate unter Benutzung dieser ,,Normalen” die Kon- 
stanten der linearen Gleichung zu berechnen und mit ihnen die noch 
unbekannten Wellenlangen zu bestimmen. 

Zuerst fuhren wir Naherungen a, und {, ein, mit denen wir fiir die 
Werte y, Naherungen k, ableiten. Aus dem ersten und letzten Werte- 
paar ergibt sich 

Say el 3407°468 — 3427-127 


lL aterermreier scr ear cwym f lis eee: 


Die Berechnung der Zwischenwerte erfolgt am bequemsten durch Inter- 
polation mit der Rechenmaschine in der frither beschriebenen Weise 
(vel. S. 29). Die Berechnung von a, ist nicht erforderlich, da der Wert 
ja nur von dem willktirlich gewahlten Anfangspunkt der x-Skala ab- 
hangt. Um mit kleineren Zahlen rechnen zu kénnen, verlegen wir diesen 
Anfangspunkt nach der Mitte der Skala, etwa nach 1200°0. Die von 
diesem Nullpunkt aus gezahlten Werte x’ sind in der 5. Spalte angegeben, 
und zwar gentigt die Angabe von 0'1 mm. Die 4. Spalte gibt die Werte 
/—=y-—k in Einheiten der dritten Dezimale. Die tibrigen Spalten 
liefern die Koeffizienten fiir das System (11). 


58 y Rk il ae Dal | a xl (hi 
ae ee ee ee ee ee 
63:2 3427-127 3427°127 0) — 44 Oo | 121 0 
367'5 3424:290 3424:287 3 — 8 —24 64 9 
575°8 — 3422:343 —_ (= a9) = a = 
989-4 | 3418-514 3418-484 BO 0E = 2, Wee OO4 Aci 4900 
1059°0 3417°847 3417°834 V3 ee ie ea 1 169 
1236°4 = 3416°179 — (0) | — — | — 
15630 3413-140 3413°131 9 Le ei 36 16 81 
1852°8 en 3410°426 see (47) _ = = 
2169°8 3407°468 3407°468 0) HO) ) 100 ) 
2426°9 — | 3405-069 cote SUS Ve ls ies 
| Vato — 8 —61 | 306 1159 


Das Schema zur Auflésung der linearen Saeed nimmt somit 


die Form an 
”) [vv] 


6 a8 ) 55> Taio -55'3 
0°33 
— 8 306 O — 61 
8 = 1076 4-0 13.) 
LS — 61 1 1159 
— 55 fees ) — 504 
Zoos: O HWA way 6) 
— 12°3 
WER} i 655 
— 12°3 10) = 0°5 
1 654 


Wir erhalten die Losungen 
£=922, =00417, [vv] =654-10-°. 


Aus é und y] berechnen wir zunachst die Zuschlage 


hie = Ep, 
an den Stellen x’ = —6; 0; +7; +412 und finden durch Addition’ zu 
den Naherungen & die gesuchten Wellenlangen y. 
ag l | k y 
| a2: 
— 6 8:97 | 3422°343 3422°352 
0 9:22 | 16179 16-188 
7, 9°54 | 10:426 ~** 10°436 
+12 9°72 |  3405:069 3405079 
Dabei sind die Werte / wieder in Einheiten der letzten Dezimale 


gemessen. 
Die Summe [vv] liefert den Fehler 


m= Yi - 10-9 = 2 [10335 71072 = 12°38 -10-°. 
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Nimmt man die zur Messung herangezogenen Wellenlangennormalen 

als fehlerfrei an, dann wird der mittlere Fehler einer Messung auf der 

Platte m 42°83 +1073 

ef e 6'60958 6 

Da wir bei der Berechnung von & und y die Groen J in der Einheit 

40-8 und andererseits x’ in der Einheit 10? gemessen haben, ergibt sich 
fiir 1 die Einheit 10-°. Damit erhalten wir den Koeffizienten 


B = Bo + = —0°0093321 + 0°04 - 10-° = —0°0093317. 
Der mittlere Fehler von # ergibt sich aus m und dem bei der Auflésung 
der Gleichungen gefundenen Werte A, = 295°3 - 10*: 
Mm) yA tO? 
V4, 295°3 - 10° 
Von Interesse ist es noch, den mittleren Fehler der durch die Inter- 
polation neu gefundenen Wellenlangen zu kennen. Berechnen wir mit 


Hilfe der linearen Beziehung an einer Stelle x, die Wellenlange, so mtissen 
wir nach dem Fehler des Ausdrucks 


Yo= %+ Pe 
fragen. Wir verschieben den Anfangspunkt auf der «-Achse in den Punkt 
%,, fihren also neue Abscissen x’ ein durch die Beziehung 


13 7 HAO 2 MINT) 3 


= Om. 


Mp Ss 


% =X, +X’. 
Die lineare Gleichung hei8t im neuen System 
y= a+ Bx, + Bx! 
oder, wenn man zur Abktirzung « + Bx, = a’ setzt: 
y= a+ px’. 
Der gesuchte Fehler ist jetzt der mittlere Fehler von «’, wenn wit 


vorlautig x, als genau voraussetzen. Wie friiher erwahnt, finden wir 
ihn ebenso wie den von f# aus dem Fehler 


Yn—2 


m= / ey 


und den Koeffizienten, die bei der Reduktion der Normalgleichungen (41) 
nx + [x*]p =[J], 
[v]o + [xx] P = [x1] 


auftreten. Die Elimination von « ergibt 


vx] — [x) B=... 


und die Elimination von # nach Vertauschung der Zeilen und Kolonnen 
unter sich Gr) 


mitza 
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Demnach erhalten wir fiir die Quadrate der mittleren Fehler von « und £ 


te ae m* 
a Ie 
[ex] 
. m2 
Mi = 


In dem neuen System x’ = x — x, wird daher 


Fives m? 3 m? [ x! x7] 
Se ve nig ee 
| wx] 


Kehren wir wieder zum alten Koordinatensystem zuriick, so ist 
einerseits, wie man sich leicht iiberzeugt, 


n [x x'] — [xP =m DI (%y — %o)® — {Di (%y — Xo) }* = n [xx] — [xP 
und andererseits 
ex |= > (* — Xo)" = [xx] — 2x, [x] + 1%, 
[*] 
Lipo Septal, 

Nun ist - die Abszisse des Schwerpunktes der beobachteten 
Punkte ¥,, 9, und Xo — Hl der Abstand des Punktes %, von der 
Ordinate des Schwerpunktes. Bezeichnen wir ihn mit 7, so wird 

1 
LN ne) dl A ae a 


Mg) ———_=—14/7 


[7] — — bo} [xa] — —[eP 


m2 


oder, wenn wir noch mz, einfiihren: 


; m* P 
My? = —— + mp . 


Beriicksichtigen wir schlieBlich, daB auch x, ebenso wie die anderen 
Abszissen den mittleren Fehler m, hat, so wird das Quadrat des mittleren 
Fehlers der neuen Wellenlangen 


: ee m? 5 5 
e=my + Pm a + 7? mp + fm, - 


Der mittlere Fehler ist also am kleinsten in der Ordinate des Schwer- 
punkts (7 = 0) und wachst nach beiden Seiten mit der Entfernung von 
dieser Ordinate. Tragt man ihn als Ordinate auf, so beschreibt er eine 
Hyperbel, deren Mittelpunkt im Fu8punkt der Schwerpunktsordinate 
liegt und deren Hauptachse durch den Schwerpunkt geht. 
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In unserem Beispiel ist die Abszisse des Schwerpunktes “t ==.1035:31 
Nehmen wir wieder die Wellenlangennormalen als fehlerfrei an, so wird 
m? = p?m2, also 4) : 

p 2 w= mr (4+) + emp. 
Mit den frither fiir m und mg gefundenen Werten wird 
10% u2 = 190°8 + 55°4- 10° 677. 
Am weitesten vom Schwerpunkt entfernt ist die letzte Linie bei 
x = 24269. Fiir sie wird 7 = 1391°6 und damit also im ungiinstigsten 
Falle 


p= 42079-1073 = 1773-1073. 
§ 19. Nichtlineare Beziehungen zwischen den Unbekannten 
und den beobachteten GréBen. 


Im allgemeinen sind die Gleichungen zur Bestimmung der Un- 
bekannten aus den beobachteten GroBen nicht linear. Wir wollen den 


Fall betrachten, daB m Unbekannte «yz... aus # Gleichungen von 
der Form: iteve..) LO 
Ts OU oh OS 


(15) | 
| | In 0-2...) = Ly == 0 


berechnet werden sollen. Die GréBen L sind gemessen worden, wahrend 
der Bau der Funktionen bekannt ist. 

Eine Aufgabe der Ausgleichungsrechnung liegt erst vor, wenn 
n>m ist, d. h. wenn mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden 
sind. Es ist dann wegen der Messungsfehler unméglich, alle Gleichungen 
durch ein Wertsystem xyz... zu befriedigen. Wir suchen daher ein 
Wertsystem, das die Gleichungen ,,mdglichst gut“ erfiillt, also ein 
System, fiir das [vv] ein Minimum wird, wenn wir wie friiher mit v die 
Abweichungen der linken Seiten von 0 bezeichnen: 


LLB Vee. VEE Lins 


Wir suchen zuniachst ein Wertsystem x»Vo2)-.-, das die. Glei- 
chungen angenahert erfillt, indem wir m Gleichungen beliebig aus- 
wahlen und nach den in Kapitel VI beschriebenen Methoden auflésen. 
Durch Finsetzen dieser Werte ergeben sich auf den rechten Seiten die 
Abweichungen 


(16) ES flava ey SOA 
Fithren wir als Verbesserungen der Naherungswerte die Zuschlage 
Ey... ein, so lauten die Gleichungen fiir v 


(17) 7 (te + é, Vo -+ I) 5 cay -+ ce . ") 3 IE. = ve - 
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Sind die Zuschlage klein, so kénnen wir die Funktionen f an der Stelle 
XoVo%--- entwickeln und die Reihe nach den linearen Gliedern abbrechen: 


fr (xy2...)=fy(%o¥o%---) 4 (ees Cake E (Se) ¢ Pees 


Der Index 0 bedeutet, da die partiellen Ableitungen an der Stelle 
Xo Vo%--- Zu nehmen sind, also bekannte Zahlenwerte darstellen, die 
wir zur Abkirzung entsprechend mit a,b,c,... bezeichnen wollen. 
Driicken wir die Funktionswerte an den Stellen x)v 92... und xyz... 
durch die Gleichungen (16) und (17) aus, so entstehen die Fehlergleichungen 
(18) aéE+byn+eo€+...—-lL=,. 

Damit ist die Aufgabe wiederum auf die Lésung eines ttberbestimm- 
ten Systems linearer Gleichungen zuriickgefiihrt worden, vorausgesetzt, 
daB die vernachlassigten Glieder zweiter Ordnung verglichen mit den 
Fehlern der Beobachtungsgré8en L keine Rolle spielen. Sollten sich 
die Zuschlage yf... nachtraglich so erheblich herausstellen, daB sich 
diese Voraussetzung nicht aufrecht erhalten 1aBt, so darf das erhaltene 
Wertsystem * =~4%, +6; y=V¥o +9; 2=%+6... nichtals endgiiltig 
angesehen werden, sondern nur als Naherungslésung, mit der das Ver- 
fahren zu wiederholen ist. 

Die Fehlergleichungen gestatten es, die Summe [vv] als Funktion Q 
der Zuschlage zu bilden: 


2Q= Di(aé 4 toyo+...—1,). 
Die Bedingungen fir ae Eintreten eines Minimums lauten daher 
102 
OE an on aon 
102 
(19) aha pean 
1 Cie 


Um den Wert der Summe [vv] selbst zu finden, schreiben wir wieder Q 
als homogene Funktion 


Oe (ape a0 aly 6 et, 1)” 
und suchen deren Wert fiir = 1. Nach dem Ewlerschen Satz ist jetzt 
02 02 gis a 
be { 0D HG 
eOrnat ay Ll 


fiir ¢ = 1 ist, folgt aus den Gleichungen (19) fiir 7=—1. 


Ceti) 


(20) 2 (ale Uni Doltes fe LA 
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Die Gleichungen (19) geben ausfiihrlich geschrieben mi lineare 
Gleichungen zur Bestimmung der m unbekannten Zuschlage 


[aalé + [ab] +[aclo+... =[al], 
(21) [balé + [bbly + [belo +... =[B0, 


[ca]é + [eb]y + [ec] +... =I[el]. 


Fiigen wir diesem symmetrischen System noch die Gleichung (20) in 
ELC Tenge Ria eae o,f el 
hinzu, so erhalten wir in abgektirzter Schreibweise die Normalgleichungen 
g 7) ic 
[aa] [ab| [Gey x ae bee 
[ba] [bd] (Dele ethOL 
(22) [ca] [cb] (ECluse me eel 


La} [1 5] (Foy s oat 
Nach vollstandig durchgefiihrter Reduktion bleibt schlieBlich die 
Fehlerquadratsumme auf der rechten Seite allein tbrig. 
Der mittlere Fehler der beobachteten GréBen L ergibt sich aus der 
Summe [vv] wie frtther, im Falle von ” Gleichungen mit m Unbekannten 
ist die Summe durch x — m zu dividieren: 


me a | 


nh—m 


Noch allgemeiner ist die Auigabe der Ausgleichungsrechnung, wenn 
die beobachteten Groen nicht wie in den Gleichungen (45) explizite 
auftreten, sondern durch Funktionen mit den Unbekannten verkniipft 
sind. Fir die Lésung dieser Aufgabe sowie auch fiir den Fall, daB die 
beobachteten Gré8en nicht mit gleicher Genauigkeit gemessen wurden, 
sei auf die Lehrbiicher der Ausgleichungsrechnung verwiesen. 


§ 20. Ausgleichung bedingter Beobachtungen. 


Eine andere Verallgemeinerung der bisher betrachteten Aufgaben 
besteht darin, daB neben den Gleichungen, die den Zusammenhang 
zwischen gemessenen und gesuchten GréBen angeben, noch andere 
existieren, die von den Unbekannten ihrer Natur nach unabhangig von 
jeder Messung streng erfiillt sein miissen. Man spricht dann von der 
Ausgleichung _,,bedingter““ Beobachtungen. Beispielsweise ist bei 
einer Messung und Ausgleichung der Winkel eines ebenen Dreiecks stets 
zu fordern, daB die Summe der drei Winkel 180° betragt. 

Das gesuchte Wertsystem kénnen wir wieder dadurch auszeichnen, 
dafs es die Summe [vv] zu einem Minimum macht. Unter allen méglichen 
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Systemen werden aber nur diejenigen zur Konkurrenz zugelassen, die die 
vorgeschriebenen Nebenbedingungen streng erfiillen. 

Wir gehen wieder von den Gleichungen (15) aus und fiihren ein 
genahertes Losungssystem 29 Vy 2... ein. Die Nebenbedingung habe die 


Form g(r ee tale 


Auch hier ftthren wir die Naherungen ein und entwickeln unter Vernach- 
lassigung der Glieder zweiter und héherer Ordnung 


g(eyz...) =e lover.) + (52) 8 + (58) 04 (3) ¢ ae 


Damit wird die Nebenbedingung ebenfalls eine lineare Funktion der 
Zuschlage €7¢... 

Wie in der Theorie der Maxima und Minima mit Nebenbedingungen 
gelehrt wird, bestehen die notwendigen Bedingungen fiir das Eintreten 
eines Minimums der Funktion Q = [vv] unter der Nebenbedingung g = 0 
in dem Ansatz: GiQ= 2; p) == 0. 


Durch partielle Differentiation nach den m Veranderlichen &¢... 
folgen m lineare Gleichungen. Jede der friiheren Normalgleichungen (21) 
wird erweitert durch Hinzutreten der betreffenden mit —42 multipli- 
zierten Ableitung von g. Benutzen wir die Nebenbedingung in der ent- 
wickelten Form und bezeichnen zur Abkiirzung die partiellen Ableitungen 
von gan der Stelle % V9 2%. . . der Reihe nach mit g, g.2,..., den Funktions- 
wert selbst mit g,, so erhalten wir zunachst an Stelle der Gleichungen (19) 
unter Benutzung der Fehlergleichungen (18) 


5 oF (2 — 24g) = [av] —14=0, 
7) 
(23) 5 Gq (2 — 248) = [b0] —Ag = 0, 
6) : 
+ aE (Q — 2Ag) =[cv] —Ag,=0. 


Der Multiplikator / tritt als neue Unbekannte zu den m unbekannten 
Zaschlagen hinzu. Zu seiner Bestimmung haben wir daher zu den 
m Gleichungen (23) noch die Nebenbedingung hinzuzufiigen in der Form 
(24) BiE + 82 + 8b +--+ = —£o- 

Fir die Summe der Fehlerquadrate finden wir aus den Fehler- 
gleichungen wie frither 

[vv] =[av]é + [dv]y + [cv]o +...—[d0]. 
Die Gleichungen (23) liefern aber jetzt 
[vv] =A(g& + 829 + eo +---) —[20] 
und unter Benutzung der Nebenbedingung 
cin (UN ie tee 
=—1g,—[lalé= [0]y—Ue]é—... + 20. 
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Die Gleichungen (23) lauten ausfiithrlich geschrieben 


[aa]é+[ab]yn +[ac]+...—Ag,=[4l], 
[ba]é+ [bd]y +[bc]C +...—Ag.= [61], 
[calé+[cb]yn + [cc] +...—Ag,=[cl]. 
Fiigen wir ihnen die Nebenbedingung (24) und Gleichung (25) in der 
Form (Lalé + [lo]y + [ec]6 +... 4g + [vv] = [20] 


hinzu, so erhalten wir wieder ein symmetrisches System. In abgekiirzter 
Schreibweise 


E my) fé jh 
laa) abl. [@el.. =e. fal) 
[Dia Dm (OO 2c LDC luca oy GLO P| 
(26) ae ie oe k= a Hi 
1 ge ‘& “ee 0 go 


(Way wysbpe shee, -oggnen [lit 


Nach vollstandig durchgeftihrter Reduktion bleibt schlieBlich die 
Summe [vv] auf der rechten Seite allein tbrig. 

Der mittlere Fehler der Beobachtungen ergibt sich wie immer aus 
fvv] durch Division mit der Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen, 
die bei m Gleichungen mit m Unbekannten und einer Nebenbedingung 
n — (m — 1) betragt 

UU 

Wir haben uns auf die Betrachtung einer Nebenbedingung be- 
schrankt, die Erweiterung auf beliebig viele Nebenbedingungen ist 
ohne weiteres ersichtlich. (Die Zahl der Nebenbedingungen muB natiir- 
lich kleiner sein als die der Unbekannten und die Differenz beider kleiner 
als die der Beobachtungen.) 

Beispiel: Die drei Winkel eines Dreiecks sind zu L,, L, und L, 
gemessen worden und die Summe L, + L, + L, ergibt statt 180° 
den Wert 180°+ ¢. Gesucht sind die ausgeglichenen Winkel x, v 
und 2. 

Die Gleichungen (15) erhalten die Form 


tial pate 
y= Le 0s 
¢— Le = 0% 


Die Bedingungsgleichung ist 
ety+2--180°=0. 
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Nehmen wir als Naherungswerte die Beobachtungen selbst, so wird 
&) =& und die Koeffizienten a, b, c, J und g 


a b c L g 
AO Ome O 
Oats ORO) ot 
Os tae te Ot 


Die Normalgleichungen werden damit 
ee eee A 


4 QO ©@ —1 0) 
4 O —1 0) 
1 —1 0 
0 € 
(0) 
und ihre Reduktion liefert 
2 
f=n=C=1=—=, [w]= +. 


Die Beobachtungen erhalten somit alle den gleichen Zuschlag — 25 
Der mittlere Fehler einer Beobachtung wird 


“-/-\-3 


Seo 15, 


§ 21. Auflésung der Normalgleichungen durch GauB. 
Fir die Auflésung der symmetrischen Normalgleichungen ist von 
GauB eine eigene Bezeichnungsweise eingefiihrt worden. Im Falle 
‘dreier Unbekannten heiBen die Fehlergleichungen 
axtby+te,z—l,=v, (Viale. 1) a 
Daraus ergibt sich die Summe der Fehlerquadrate 
(28) Q = [vv] = [av]x + [bv]y + [cv]z — [lv]. 
Soll Q ein Minimum werden, so verlangen die Gleichungen (19), daB 
faei=0; (07) -05" [ev] = 0 
ist. Der Wert des Minimums wird damit 
Qmin nee [2 v] ? 
und wir erhalten die symmetrischen Normalgleichungen zur Bestim- 
mung von x, y, z und Qin in abgekiirzter Schreibweise: 
85 y z 
[aa] [ab] [ac] [al] 
[da]. (66) , [be]. -[61) 
fclrlemileoimete ela ted] 
[ta] [20] . [te] 22]. 


Runge-Kénig, Vorlesungen. 


ou 
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Die doppelt auftretenden Koeffizienten brauchen nur einmal hinge- 
schrieben zu werden: 
x y z 
[aa] [ab] [ac] [al] 
bb] [bc bl 
ae ee Ten 
[27]. 


Um die Unbekannte x herauszuschaffen, addieren wir die erste 
Gleichung zu der zweiten, dritten und vierten, nachdem wir sie der 


Reihe nach mit 
[ab] [ac] mad ve [a7] 


ra [aa]’ iad [a a] [aa] 


multipliziert haben. Es entsteht ein neues Gleichungssystem, dessen 
Koeffizienten Gauf mit 


y z 
[06,41] [bc, 1] (62, 4] 
(29 b) [ce, 1] [ed, 1] 
(Ji, 1] 

bezeichnet hat. Das System ist wieder symmetrisch, denn es ist z. B. 


[a] 


[be, 1] = [be] - SF fea), 
[cb, 14] = [cd] er [ad]. 


Bei der nachsten Reduktion wird die erste Gleichung des neuen Systems, 
[bc, 1] (bi, 1] 
[bb, 1] [bb, 1] 
zur dritten addiert, es entsteht das symmetrische System 


multipliziert, 


igae = 


multipliziert, zur zweiten und, mit — 


z 


{ [ees 2 lee, 2] 


29) (1, 2]. 


Die letzte Reduktion schlieBlich liefert 
(29d) (Zl, 3] 


und damit den Wert von Quin. 
Allgemein bei m Unbekannten ergibt sich nach der m*" Reduktion 


a == Pi | 


Die erste Gleichung der vorhergehenden Reduktionsstufe liefert 
sofort die letzte Unbekannte. Durch Einsetzen in die ersten Gleichungen 
der fritheren Stufen kann man schrittweise die einzelnen Unbekannten 
bestimmen. 
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§ 22. Transformation einer quadratischen Form auf eine 
Summe von Quadraten. 


Die Rechnung ist die gleiche wie bei der Transformation einer 
quadratischen Form auf die Summe von Quadraten. Lassen wir nam- 
lich die Voraussetzung fallen, da8 Q ein Minimum werden soll, dann 
kénnen wir die Funktion allgemein berechnen aus (28) 


(28) OQ = lav|x + [bv] y + [ev]z — [le]. 
Jetzt gelten aber nicht die Gleichungen (19), sondern es ist einzusetzen 


[aa]x + [ably + [ac]z — [al] = [av] 
(30) [balx + [bb] y + [bc]z — [1] = [62] 
[eax + [edly + eclz — [el] =[co] 
(Lalx + Bly + [elz — 0] =[Lol. 
Damit wird Q eine quadratische Funktion der drei Variabeln x, y und z: 
Q = [aal x? + [ablxy + [ac]xz — fal]x 
+ [balyx + [bb] y? + [bclyz — [blly 
+ [calzx + [cb]zy + [cc] 2 —[v]]z 
—{lajx —(lb)y —[le] 2 + (27). 
An die Stelle der Normalgleichungen (29a) treten jetzt die Glei- 
chungen (30), bei denen die Koeffizienten auf den linken Seiten mit denen 
der Normalgleichungen tibereinstimmen. Wir denken uns in den Normal- 
gleichungen alle Glieder auf die linke Seite gebracht und bezeichnen 
die Gleichungen mit I, IJ, III, IV, die Gleichungen der ersten Reduktions- 
stufe mit II’, III’, IV’, die der zweiten mit JJZ” und IV” und die Glei- 
chung der letzten Stufe mit JV’, dann koénnen wir das Bildungsgesetz 
der Koeffizienten symbolisch ausdriicken durch 


(31) 


R= FEE = (eS Fane eee t é a, IV’ =IV" = III", 
(32) HY = 10 —i2= 1, IV" = IV’ — ay, 
Pyeny ey 
ia [aa] 
Dabei ist Iv’ Lies) (LL, 3] ; 


und ferner nach (30) 
tego et) —100|,. Lil — Feu), IV = [t4).. 
Wir fiihren nun neue Veranderliche ein durch die Substitutionen 
[ab] ae 


ek Tet aale Sas [aa] ~ [a a] 

‘ [bc, 1] [b/, 1] 
(33) re Verte eo (bot 

ee ws [cl, 1, 2) 


EO 24) 
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Es wird damit 
I= |aa| equ iret bat ly pel ie co) 212) 


und mit Benutzung der symbolischen Gleichungen (32) erhalten wir 


I= [aa] x’ = [av] 
ices ae T+ II'=[ba]x’ + [bb, 1] y = [ba] 
r= 2) 74 rrr = [eal ¥ +[eb, 1] + lec, 27 = [¢9 


[aa] 


i = I+ IV’=[aa]x’+[1b, 1]y’+[e, 2] 7% —[2l, 3] =[e] . 


Addiert man die drei ersten Gleichungen nach Multiplikation mit 
x, y, und z und subtrahiert von der Summe die letzte, so wird, wenn 
man die Glieder nach x’, y’ und 2’ ordnet: 


¥ ((aa]x + [baly + [ea]z—[La}) +5’ ([bB, tly +[cb, 4]2—[d, 1) 
+2 (Lec, 2]z—[lc, 2]) +[2/, 3] 
= [av]x+ [bv] y+ [cv]z—[lz]. 
Auf der linken Seite stehen in den Klammern gerade die Ausdriicke J, 
IT’ und ITI’, wahrend die rechte Seite nach (28) die Funktion Q ergibt: 


Q=[aa]x/?+ [bd, 4]9’2+[cc, 2] 22+ [1], 3]. 


Durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen ist es gelungen, die 
quadratische Form Q auf eine Summe von Quadraten zu reduzieren. 
Die Koeffizienten der neuen Form werden bei der Reduktion der 
Normalgleichungen gewonnen, der Minimumwert [J], 3] ergibt sich fiir 
x’ =y'=2=0. Die Erweiterung der Resultate auf eine beliebige 
Anzahl von Veranderlichen ist ohne weiteres ersichtlich. 

Ist also eine beliebige quadratische Form etwa von drei Verander- 
lichen gegeben 


Ay X” + Ag V® + Agg2® + 2 ayaXY + 2 QygxzZ + 2 dggyz 
+ 2 Gyy% + 2 ayy +2 ay z+ ay, 


so kann man, wie der Vergleich mit (314) zeigt, die Normalgleichungen 
abgekiirzt schreiben: 


(34) | 


Pre 
(Das negative Vorzeichen der drei ersten Glieder der letzten Kolonne 
geht in das positive tiber, wenn man gleichzeitig x, y und z durch 
—%x, —y und — z ersetzt.) Die Reduktion der Normalgleichungen 
liefert nacheinander die Systeme 
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{A / / 
Ag Ao Ao4 


/ y 
33. A34 
/ 
a4\ 
yr It 
As3 A34 
tt 
44 
tr 
A44 5 


Die transformierte quadratische Form lautet 


/ te 19, VA /9, A 
Ay %? + apy? + ajgz? + ay, 


und dabei sind die Substitutionen gemacht 


ayy 

, abs Ab, 
— y+ Bat 

Abs ays 

at 

, 34 

— + <3 

ag 


Auf diese Weise laBt sich bequem die Untersuchung fihren, zu 
welchem Typus eine Flache zweiten Grades gehért, die durch ihre Glei- 
chung gegeben ist. Da es schlieBlich nur auf die Vorzeichen der Koeffi- 
zienten ankommt, braucht die Rechnung im allgemeinen nur mit ge- 
ringer Genauigkeit durchgeftthrt zu werden. 

Beispiel: Die Gleichung der Flache sei: 


SxPty24+22%23—Oxytxz+4yz2—8x+5y—2z24+7=0. 


Die Reduktion des symmetrischen Koeffizientensystems geschieht in 


folgender Weise: iy iar On 4 
wy 1 2 or 
— 18 03 — 24 
2 =4 
— 00 04 
7 
= She 
— 0°8 25 o'1 
ie. 20 —06 
+ 66 0°3 
3°8 
+ 0:0 
gee EASE 
3°8 
— 00 
3:8 


Somit ist die transformierte Gleichung 
5 42 — O08 y’2#+ 86242438 =0. 
Die Flache ist ein zweischaliges Hyperboloid. 


Die Reduktion der Normalgleichungen wird unmdglich, wenn 
A114, Aq UN agg gleichzeitig verschwinden, ein Fall, der zwar nicht in 
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der Ausgleichungsrechnung, wohl aber bei der Reduktion einer quadra- 
tischen Form eintreten kann. Verschwinden nur einzelne dieser drei 
Koeffizienten, so kann man immer durch Umbenennung der Variabeln 
den nicht verschwindenden Koeffizienten an die erste Stelle bringen. Ver- 
schwinden alle drei Koeffizienten, so fiihrt man zunachst eine Substitution 
aus, bei der x und z beibehalten, y aber durch x + y ersetzt wird. Aus dem 
symmetrischen Koeffizientenschema entsteht dann ein neues, bei dem die 
erste Zeile gleich der Summe der ersten beiden Zeilen, die erste Kolonne 
gleich der Summe der beiden ersten Kolonnen des alten Schemas wird: 


2 Ay. Ayn Ayg + Mog yg + Aggy 

Ay 0 Ao Gq 
As; + 432 Age 0 A34 
Ay + Agg Age M3 qq 


Verschwindet auch a,., so hatte mun x und y beibehalten und z 
durch x + z ersetzen kénnen. Es entsteht dann durch Addition der 
ersten und dritten Zeile bzw. der ersten und dritten Kolonne das Schema 


243 Ag. yg Aya + 34 
493 0 43 Ao4 
a3 439, 0 A34 

Ay, + %g Ayn gg gq 


Falls auch a@,, verschwindet, kann man durch Vertauschung von 
x mit z wieder zu dem ersten Fall gelangen, es sei denn, daB auch ay, 
verschwindet. Dann kommen aber alle quadratischen Glieder in Fortfall, 
und die Gleichung der Flache reduziert sich auf die Gleichung einer Ebene. 

Dieselben Uberlegungen gelten auch fiir die Gleichungen der ersten 
Reduktionsstufe. 

Betspiel: Die Gleichung der Flache sei: 


6xy—xz—4yz21+8x%—Syt2z2—-7=0. 
Fiir die Reduktion ergibt sich folgendes Schema: 


) 3 0s 4 
6 3 ae” a5 
) —2 — 2°5 
== Ag 1°25 — 075 
) 4 
ees 0°62 
Sd. 
— 038 
we ESOS = 325 
— 1°04 1°62 
0°38 1°62 
Say 38 
7-04 
— 0.66 3°24 
— 0°34 
15°94 
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- Die transformierte Gleichung wird daher 
Oxo — tbe = 0°66 2/7456 = 0. 
Die Flache ist ein einschaliges Hyperboloid. 


§ 23. Transformation durch orthogonale Substitutionen. 


Die Reduktion einer quadratischen Form durch Einfiihrung neuer 
Veranderlicher als linearer Funktionen der alten ist ohne weitere An- 
nahmen tiber die Natur der Funktionen keineswegs eindeutig. Wohl 
aber trifft das zu bei der orthogonalen Substitution, die den linearen 
Funktionen die Bedingung auferlegt, die Summe x? + y2-+ 224 .. 
unverandert zu lassen. Hier haben wir es nur noch mit der Mehrdeutig- 
keit zu tun, die durch die willkiirliche Reihenfolge der Veranderlichen 
bedingt ist. 

Das Hauptachsenproblem bei den Mittelpunktsflachen zweiter 
Ordnung verlangt, eine quadratische Form durch orthogonale Sub- 
stitutionen auf eine Summe von Quadraten zu bringen. 

Wir gehen von der allgemeinen quadratischen Form (34) aus und 
verlegen zunachst den Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Flache 
durch eine lineare Substitution 


w= x +E, 
y=y+n, 
Pace Sp BIOs 


Die Koordinaten &, 7, ¢ des Mittelpunktes ergeben sich durch Auflésung 
der linearen Gleichungen 


Ay,€ + 4429 + A436 + Ay, = 0, 

Ay § + Ao. + Ao36 + Ang = 0, 

43, + A399) + A336 + gg = 0, 
deren Auflésbarkeit also eine notwendige Bedingung dafiir darstellt, 
daB die Flache eine Mittelpunktsflache ist. 

Durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen verschwinden in der 
quadratischen Form die linearen Glieder. Das absolute Glied gibt den 
Wert der neuen Form an der Stelle x’=0, y’=0, 2’=0, wird also 
aus der urspriinglichen dadurch erhalten, daQ fiir x, y, z die aus den 
linearen Gleichungen gewonnenen Werte &, 7, ¢ eingesetzt werden. Diese 
GréBe entspricht genau dem friiher betrachteten Werte Qi, und kann 
ebenso wie dort bei der Auflésung der linearen Gleichungen mitberechnet 
werden, wenn man ihnen noch die Gleichung 


gy & + Ago + A436 + Mag = Wi 
hinzugefiigt. Bei der letzten Reduktion des symmetrischen Schemas 
bleibt das absolute Glied aij allein iibrig. 
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Sollten die Koeffizienten gleichzeitig verschwinden, so ist das 
GauBsche Reduktionsverfahren nicht mehr anwendbar. Die Glei- 
chungen kénnen aber noch immer nach den in Kapitel IT beschriebenen 
Methoden gelist werden. Sind die drei Veranderlichen aus der letzten 
Gleichung eliminiert, so bleibt auch dann noch a7’ allein tibrig. Nur die 
Symmetrie geht bei dieser Auflésung verloren. 

Da die Koeffizienten der quadratischen Glieder ungeandert bleiben, 
lautet die quadratische Form nach Einfithrung der neuen Veranderlichen: 

Ay X’® + Agp’y’® + agg2® + 2 Ay2XY” + 2 dog Z + 2dg, 2% + ayy. 
Wir betrachten jetzt weiter den Ausdruck 
ax*4+-by?+cz21dyz+ezx+fuy, 
der durch orthogonale Substitutionen, d. h. durch Drehung des Koordi- 
natensystems auf eine Summe von Quadraten, zuriickgefiihrt werden soll. 

Wir erledigen die Aufgabe schrittweise, indem wir jedesmal eine 
Drehung um eine der drei Achsen ausfithren. Durch die Reihenfolge 
und GroBe der Drehungen 14Bt sich erreichen, daB die Koeffizienten der 
Produkte yz, zx, x beliebig klein werden. Die Aufgabe kann auf diesem 
Wege also mit beliebiger Genauigkeit gelést werden. 

Die Bezeichnungen seien so gewahlt, daB a> 6 und f unter den 
drei Koeffizienten d, e, f absolut am groBten ist. Wir fiihren dann eine 
Drehung um die z-Achse aus und bestimmen den Drehungswinkel « 
(im tiblichen Sinne positiv gemessen) so, da8 nach Einfithrung der neuen 
Koordinaten x’ und y’ der Koeffizient von x’y’ verschwindet. Die 
Koeffizienten a’, b’... f’ der neuen Form suchen wir durch die der alten 
auszudriicken. 

Da bei einer Drehung um die z-Achse die Koordinate z ungeandert 
bleibt, hangen die alten Koordinaten mit den neuen zusammen durch 


% =x’ cosa —y' sina, 
y=x' sina + y’cosa, 
2=oe 


Daraus ergibt sich sofort é 
c=¢ 


und durch Einsetzen in die quadratische Form 
d@ =dcos& — esing, 
é = dsin o + € cosa. 
Um noch den Ausdruck 
ax® + by? + fxy 


zu transformieren, bedienen wir uns zur Abktirzung der komplexen 
Schreibweise. Es ist dann 


a+ ty = E% (x +iy’) 
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oder, wenn wir quadrieren: 


(35) HP — y® + 245 = EPH (42 — y'2 1 Din y’), 
Bestimmen wir den Winkel «, so da® 
ie si 
tg2a0 = a 


wird, dann k6nnen wir eine reelle Gré8e © einfiihren durch 


aiy ne oO, 3 if 
(36) Pe torah a ee ati 
Multiplizieren wir (35) mit (36), so ist 
: 'a—b ‘ , , oe 
(x9 — y? + 2ixy) (4S ~it) = g(x? + 2i2'y), 


und wenn wir die reellen Bestandteile auf beiden Seiten einander gleich- 


Seuzene esi 
5 Ay) ey 0 (x? — 9"?). 


Andererseits ist nun aber, da es sich ja um eine orthogonale Substitution 


handelt: 42 as y2 =t w/2 a yy’? : 
Multiplizieren wir diese Gleichung mit * + und addieren sie zur vor- 
hergehenden, so wird schlieflich . 
. b\ Dali. 
ot tbh fay a (eh 242) ea (pst 8 ys 


Damit ergeben sich auch die tbrigen Koeffizienten der neuen Form 


y a+b 

——— 2 s= Os 
; a+b 
Aone 
f= 


Die GréBe @ ist nach (36) zu berechnen aus 


oo red eae 
wahrend « aus F 
tg20 = Fie y 


. . . . a 7 
zu bestimmen ist. Nehmen wir 2a zwischen — oi und ++ an, So ge- 


schieht die Berechnung von @ am bequemsten nach einer bereits im 
4. Kapitel benutzten Beziehung (S. 14) 
a—b i 


Damit erhalten wir fiir die Koeffizienten der neuen quadratischen Form 


a x!? ae by’? pal c! 32 ae dy" 2 ab ee x! 
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die Ausdrticke 


= are tans 
Shee tee 
(37) ey 


d’=dcosan — esina, 
e’ =dsing + ecosa. 


Jetzt bringen wir den absolut gréBeren der beiden Koeffizienten 
d’ und e’ durch eine neue Drehung zum Verschwinden; und zwar ver- 
schwindet d’ bei einer Drehung um die x’-Achse, e’ bei einer Drehung 
um die y’-Achse. Allerdings wird dann fiir /’ wieder ein von Null ver- 
schiedenes Glied erscheinen. 

Um die Formeln (37) verwenden zu kénnen, bezeichnen wir die 
Koeffizienten der neuen Form wieder mit a, b...f. Und zwar nennen 
wir # den absolut gréBeren der beiden Koeffizienten d’ und e’. Damit 
ist c festgelegt. Dann bestimmen wir a= 6 und damit d und e, von 
denen einer den Wert 0 hat. 

Das Verfahren wird nun fortgesetzt wiederholt. Jedesmal wird einer 
der drei Koeffizienten d, e, f zum Verschwinden gebracht, dadurch 
andern sich die beiden andern. Aus den Gleichungen zwischen @’, e’ 


und da, é folgt q’2 of e/2 = q2 . e2. 
Andrerseits ist f so gewahlt, daB 
d2 = en 
2 
— 


ist. Fiihrt man diesen Wert in 


Sd? 4%) =P pe 


d? + @ 
2 


ein, so wird 3 
24) <P+e+P 
oder, da 7 =.0 Uist; 


d+ e+ fs @+eP+P). 
Nach geniigend vielen Schritten kénnen demnach die Koeffizienten 
der Produkte beliebig klein gemacht werden. 
Das Verfahren soll in seinen Einzelheiten an einem Zahlenbeispiel 
erlautert werden. Gegeben ist die quadratische Form 


5x2 + y? + 222+ 4yz+ 2x — Oxy + 3°801, 


die aus der Flachengleichung in dem Beispiel auf S. 69 durch Verlegung 
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt hervorgeht. (An Stelle des dort 
gefundenen Wertes 3°8 ergibt sich bei genauerer Rechnung a, = 3°801.) 

Bei der Umformung soll die Genauigkeit bis auf eine Einheit der 
dritten Dezimale gebracht werden. Hierbei ist der Rechenschieber 
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ausreichend. Wird hdhere Genauigkeit verlangt, so miissen die ersten 
Schritte mit andern Rechenhilfsmitteln erledigt werden; bald wird der 
Winkel « so klein, daB der Rechenschieber wieder ausreicht. SchlieBlich 
kann man sogar sing und tga durch « selbst ersetzen. 


Die Genauigkeit der Ablesung von cos~ kann man durch die Be- 
ziehung ie 
cosa = 1 — 2 sin? 


erhodhen, denn sin? 5 ist auf dem Schieber leicht zu bilden. Damit 


werden die Formeln fiir d und e 


5 0 (a4 
d’—d—esina —2dsin?—, 


S 5 a 
é =“ asman — 2e sin? —. 


USE te 2 yy == _ u 5 folet 26, 0 und =. Damit berechnen wir die 
Zuschlage +figa —esinw und -+dsin?~, sowie —-2d sin? S und 
—2esin? = , 

2 
a y2 Ea yz BEE xy 20 a = 
a b c d e f 
5 4 a 4 1 —6 —56°18’|—28°9’ |—14°47 
1°605 | —1°605 0°472 | —1°888 
—0°472 | —0°118 
c | b a f é d 
6605 |—0605, 2 4:000 | —1:006) 0 BO 56) 20°28) 14.714" 
—1:084] 1:084 0:122| 0°480 
a (é b ad tf e 
6605 |—1°689} 3:084| Oo —0°884| 0°480|—14°4’ |— 7°2’ |— 3°31’ 
0°055 O05 53) 01059 —0'004 
a b c d é ii 
6660 | —1°689 3°029 0°059 O 0°476| 0°057 0:028 
ste Hi 
6°667 | —1°696 3°029 


Durch Addition ergeben sich die Koeffizienten der quadratischen 
Form nach der ersten Umformung. Uber die Koeffizienten schreiben 
wir die neu zu wahlenden Bezeichnungen a...f. Da d =0 ist, ver- 
einfacht sich jetzt die Rechnung. Nach dem dritten Schritt ist « bereits 
so klein, da®B man 2a durch tg 2a ersetzen kann. Nach dem vierten 
Schritt kann man aufhéren, da die an den Koeffizienten a, 6, c anzu- 
bringenden Verbesserungen bei der verlangten Genauigkeit nicht mehr 
in Betracht kommen. 
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Damit ist die quadratische Form auf eine Summe von. Quadraten 
gebracht, und die Gleichung der Flache lautet in den transformierten 
Koordinaten 

6°667 x’? — 1696 y’? + 3°029 24 + 3°3801 = 0 


und 1aBt sich auf die Normalform 


x2 12 g/ 2 
24 RD, 


a b? c 


bringen. Die drei Halbachsen dieses zweischaligen Hyperbolids werden 
as ee =| a eles 


3°801 : tre 
b= |/F-606 = 2'241 = 1°497, 


3°30 Up 
= |e oa9 = 11-255 = 1120. 

Um die Lage der Hauptachsen im urspriinglichen System (vor der 
Umformung) zu bestimmen, kénnte man die einzelnen Drehungen am 
bequemsten unter Benutzung komplexer Ausdriicke zusammensetzen. 
Einfacher ist es jedoch, von den Methoden der analytischen Geometrie 
Gebrauch zu machen. 

Stellt F (x yz) =0 die auf den Mittelpunkt bezogene Gleichung der 
Flache dar, so kann man die Endpunkte der Achsen dadurch finden, 
da8 man die Punkte der Flache aufsucht, in denen die Verbindungs- 
linie mit dem Mittelpunkt mit der Flachennormale zusammenfallt. 
Es miissen dann die Koordinaten xyz dieser Punkte proportional zu 
den Richtungskosinussen der Normalen sein, also 

OF OF OF 
~ Ox dy" Oz" 
Fuhren wir den Proportionalitatsfaktor 2 ein und schreiben die Gleichung 
der Flache wieder in der Form 


F (x 2) = dy X* + agg y? + gg 2" + 2 agg yz + 2g, 2% + 2aygxy + ayi=0, 
so missen die Gleichungen bestehen: 
10F 


Ax = > ee ar 2 
A Owe 
Ayes Z Oy fu + Ay + M32 = 0, 
10F 
he= 2 de 7 41% TF 432 + 4332 = 0 
oder 
f Sear 2d ae islet leiae =0, 
(38) Ag, % + (Ao, — A) y + dogz = 0, 
| Ag, % + Aga y + (agg — A)z = 0. 
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Die gleichzeitige Erfillbarkeit der drei Gleichungen bedingt das Ver- 
schwinden der Determinante 


ayy —A A. a3 | 
(39) A= M4 Ao, — A Ao3 =0. 
a31 A309 33 — A 


Somit ergibt sich eine kubische Gleichung fiir 2, deren Wurzeln, 
wie man zeigen kann, identisch sind mit den bereits bestimmten Ko- 
effizienten von «’*y’?2’2 nach der Zuriickfiihrung der quadratischen 
Form auf eine Summe von Quadraten. Durch Einsetzen in die Deter- 
minante konnen die gefundenen Werte gepriift werden. 

Wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet, werden 
_die homogenen Gleichungen (38) von drei-Werten x yz erfiillt, die sich 
wie die Unterdeterminanten einer Zeile verhalten. Da das System 
symmetrisch ist, kOnnen die Unterdeterminanten einer Zeile auch durch 
die einer Kolonne, etwa der letzten, ersetzt werden: 


Ney age = Aaa A giteA gars 
Zu ihrer Berechnung setzen wir 


(44 — A)*% + AyoV + a2 =U, 
(40) Any % + (dog — A)Y + Aqgz = 0, 

Ax, % + Ago + (433 — A)Z = w 
und kehren das Funktionssystem um. Dann wird nach Formeln der 
Determinantentheorie z. B. 

Az = A,,u + Aggv + Ag, . 
Bei der Umkehrung unserer Gleichungen mu8 sich daher einmal nach 
(39) ergeben, daB der Koeffizient von z verschwindet, andrerseits ver- 
halten sich die Koeffizienten von wv w wie die Lésungen x y z des Systems 
(38). Die Richtungskosinusse der Achsen bekommen wir aus ihnen durch 
Division mit der Wurzel aus der Summe ihrer Quadrate, die man zweck- 
maBig nach der im 1. Kapitel geschilderten Methode (S. 28) bestimmt. 

Fiir den Wert 2 = 6°667 ergibt die Umkehrung der Gleichungen (40) 

das folgende Bild. Die letzte Spalte enthalt die Wurzel aus der Quadrat- 
summe der Koeffizienten von uv w, wahrend die letzte Zeile die Richtung 
Kosinusse der x’-Achse gegen die x-, y- und z-Achse angibt. 


a5 y z u v w 
— 1°667 =i 0°5 1 
— 5°667 2 1 
D309) 0-9 HS lS 
— 4°667 1 
0715 03 
— 0:268 Ast — 18 1 
— 4°517 0°3 if 
4°517 — 7:388 4104 
10) — 7:088 4°104 1 8251 
— 0°859 0°497 Oulet 
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Fiir den Wert 4 = —1°696 ergeben sich die Richtungskosinusse 


der y’-Achse gegen die x-, y- und z-Achse 


x . y z uU 
61096" (Os) 1 
2°696 2 1 
— 1°344 0°224 0°448 
3°696 1 
— 0:037 — 0:075 
4552 2°224 0°448 1 
3°659 — 0075 1 
— 3°659 — 0°737 — 17645 
(0) — 0°812 — 1°645 1 2°:089 
— 0389 —0787 0478 


SchlieBlich ergeben sich fiir 2 = 3029 die Richtungscosinusse der 
z2’-Achse 


x y Zz u v w 
1971 3 0°5 1 
= 20BY 2 1 
— 4°566 07761 1°522 
== VPS) 1 
O27, O25 
=I) 2°761 1522571 
‘ —1:156 —10°254 1 
17156 0°638 0-419 
ce) 0384 0419 1 1°150 
0°334 0°364 — 0°869 


§ 24. Das Fehlergesetz. 


Die Methode der kleinsten Quadrate, die bisher nur als plausible 
Annahme erschien, kann unter gewissen Annahmen aus der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung hergeleitet werden. Dabei wird sich gleichzeitig ein 
tieferer Einblick ergeben, welche Rolle die guadratische Form 2 in 
der Ausgleichungsrechnung spielt. 

Wir gehen zunachst von der Annahme aus, daB bei wiederholter 
Messung jedesmal ein derselben Quelle entstammender Fehler v auf- 
tritt. Wir konnen dann von einer Wahrscheinlichkeit sprechen, daB ein 
Fehler vorkommt, dessen GréBe zwischen einem bestimmten Werte 
v und v + é liegt. 

Zu einer graphischen Darstellung gelangen wir, wenn wir v als 


Abszisse auf eine in gleiche Teile ¢ gestellte horizontale Achse auftragen. 
—é& - 2n+e 

bis - 
wisse Anzahl von Fehlern, und diese Zahl wollen wir in ihrem Verhaltnis 
zur Gesamtzahl der Fehler durch die Flache eines Rechtecks mit der 
Grundlinie ¢ ausdriicken (Abb. 8). 

Die Flache eines jeden Rechtecks gibt ein MaB der Wahrscheinlich- 
keit dafiir ab, daB der Fehler gerade in dem betreffenden Interval liegt. 


In einem bestimmten Intervall liegt dann eine ge- 
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Der OrdinatenmaBstab muB so gewahlt sein, da8 die Summe der Recht- 
ecksflachen gleich 4 wird, denn die Wahrscheinlichkeit, da® ein Fehler 
innerhalb der Grenzen aller iiberhaupt vorkommenden Fehler liegt, 
ist die Gewifheit. 

Lassen wir nun ¢immer kleiner werden und gleichzeitig die Anzahl der 
Messungen beliebig groB, so geht der obere Rand der Rechtecke in eine 
Kurve tiber, deren Ordinaten wir mit y (v) bezeichnen wollen (Abb. 9). 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Fehler zwischen den Grenzen 
a und 6b vorkommt, wird jetzt durch das Integral 


b 
|e vdeo 


angegeben. Der MaBstab der Ordinaten ist so zu wahlen, daB 


fe (v) dv= 


wird, wenn 7 und s die Grenzen sind, innerhalb derer die Fehler liegen. 


ee 


SP e356, £6) 76 0 Or, 6 GE Oe 4E 


Abb. 8. Abb. 9. 
Gaus hat fiir (v) die. Funktion 


Gala) eas Cie nt 
eingefithrt, die eine merkwiirdig gute Ubereinstimmung mit den Beob- 
achtungen zeigt. Allerdings l48t sie den Umstand unberticksichtigt, 
daB es bei vielen Messungen eine endliche obere Grenze fiir den Fehler 
gibt. Ist namlich w diese obere Fehlergrenze, so liefert 


yt 


fee dy 


immer noch einen, wenn auch wenig von Null verschiedenen Wert, 
d.h. eine Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen von Fehlern ober- 
halb der Grenze w. 


§ 25. Herleitung des Fehlergesetzes aus der 
Wabhrscheinlichkeitsrechnung. 
Man kann die GauBsche Fehlerfunktion auf folgende Weise aus 


der Wahrscheinlichkeitsrechnung herleiten. Wir nehmen zu diesem 
Zweck an, da® sich der Beobachtungsfehler jedesmal aus einer groBen 
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Zahl von Elementarfehlern aufbaut, die unter sich gleich gro8 sind und 
von denen jeder mit gleicher Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ 
auftreten kann. Der Beobachtungsfehler entsteht als algebraische 
Summe der einzelnen Elementarfehler. ; 

Wir nehmen zunachst einmal 20 Elementarfehler von der GréBe ¢ 
an. Treffen alle Einzelfehler bei einer Messung mit positivem Vorzeichen 
zusammen, so entsteht ein Beobachtungsfehler v = + 20¢. Die Wahr- 
scheinlichkeit fiir das Auftreten dieses extremen Wertes ist nach den 
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

a 
denn es gibt nur einen Fall unter 27° méglichen. 
Ist ein Fehler negativ, alle anderen aber positiv, so entsteht ein 
Beobachtungsfehler v=-+18¢. Die Wahrscheinlichkeit dafir ist 
20%, 4 
A 2: 
Bei zwei negativen und 18 positiven Elementarfehlern entsteht der 
Beobachtungsfehler v = +1416¢, und die Wahrscheinlichkeit fiir sein 
Auftreten ist 20-19 1 
Tey ey 

Treten allgemein # negative Elementarfehler auf, so betragt der 
Beobachtungsfehler v= (2%—2)e. Die Wahrscheinlichkeit wird 
unter Benutzung des Symbols fiir die Binomialkoeffizienten 


4 (20 
a (3 ie 
In Dezimalbrtichen ausgedriickt haben die Wahrscheinlichkeiten 
folgende Werte: 


Gesamtfehler Wakssches 

lichkeit 

0 0°17 620 

+ 2¢ oder — 2¢ 16018 
+4e , — 48 12013 
+ VOSe to = O.8 7 393 
Fe i se 3 696 
Oe yy Salo 1479 
“12.¢-1,, «—Ads 462 
+14¢« , —146 109 
+166 ,, —16¢ 18 
186 , .—186 De 
+20¢ , —20¢ O 


Sind allgemein unter ” Elementarfehlern # negative vorhanden, 
so betragt der Gesamtfehler v= (n—2)e und seine Wahrschein- 


lichkeit 
= (9)- 
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Lat man nun u und # gleichzeitig unendlich gro® werden, wahrend 
v konstant gehalten wird, so da ¢ der Grenze Null zustrebt, so erhalt 
man durch diesen Grenziibergang die Gauwfsche Fehlerfunktion 


Die Konstante # hangt ab von der Art des Grenzitberganges und gibt 
den Grenzwert von ¢/2 an. 


Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist bei unendlich vielen 
Elementarfehlern durch das Integral 


3 


co 
Vv 
: 7 
=| é dv 
hya 


—-co 


zu ersetzen und gibt wie frither den Wert 1. 

Die Konstante / liefert ein MaB fiir die Genauigkeit einer Beobach- 
tungsreihe. Denken wir uns namlich die Kurve q(v, h) einmal fiir 
einen Wert h, und ein zweites Mal fiir einen Wert , gezeichnet, wobei 
h, = 2 hg sein soll, so geht die Kurve q, aus der Kurve q, dadurch hervor, 
da8 man ihre Ordinaten verdoppelt und ihre Abszissen halbiert. Die 
Kurve q, wird also vom Anfangspunkt bis zu einem Punkte v) denselben 
Flacheninhalt mit der v-Achse einschlieBen, wie ihn die Kurve q, bis zu 
dem Punkte 2v, einschlieBt. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler 
bei g. zwischen 0 und vp liegt, ist demnach ebenso groB wie die, daB bei 
@1 ein Fehler zwischen 0 und 2%, liegt. Mit anderen Worten, die Be- 
obachtungsreihe ist fiir h, doppelt so genau wie fiir f,. 

Der durchschnittliche Fehler wird dargestellt durch das Integral 
iiber die GréBe v des Fehlers, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit 
seines Eintretens. Das Integral 


fee (v) dv 


verschwindet jedoch, da g(v) eine gerade Funktion ist. 
GauB benutzt den. durchschnittlichen Wert der Fehlerquadrate 


+00 F 
a v 
1 25 he he 
2 — — | ve dv= 
hyx 2 
eee 


und bezeichnet m als den mittleren Fehler. Fiihrt man m an Stelle von 
h ein, so wird die Fehlerfunktion 


v2 
g(v) = : eg 2m, 


mYy2n 
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§ 26. Ableitung des mittleren Fehlers der Unbekannten aus 
den Normalgleichungen. 


Kehren wir nun wieder zu dem System m linearer Gleichungen mit 
m Unbekannten zuriick (m > m) 


axt+tby+...k,w—l=y, G=i~ 22. te 


so erhalten wir bei irgendeiner Annahme iiber die Werte der Unbekann- 
ten fiir jeden Fehler v, eine Wahrscheinlichkeit ¢ (v,) dv, dafiir, daB er 
zwischen v, und v, + dv, liegt. Die Wahrscheinlichkeit fir das Ein- 
treten der Kombination, daB gleichzeitig der erste Fehler zwischen v, 
und v,-+dv,,... der » Fehler zwischen v, und v, + dv, liegt, ist 
gleich dem Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten, also gleich 


P (V4) A, + PY (Vg) A Vg... YP (Un) d Up - 
Da nun ° 


YP (v,) a 


a 2 
é 2m 


my 27 


ist, so wird das Produkt der Wahrscheinlichkeiten 


2 

( a) 6 andes, ra Uys 
my2n 

wenn wie frither 2 = [vv] gesetzt wird. 

Liegt nun eine Reihe von Beobachtungswerten J,],...1, vor, so 
wahlen wir dasjenige Wertesystem x« y... w aus, das jene Wahrschein- 
lichkeit zu einem Maximum macht, verlangen also, daB 2 = [vv] ein 
Minimum wird. Denn bei einem tatsachlich eingetretenen Ereignis ist 
die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese dariiber, wie das Ereignis zu- 
stande gekommen ist, der Wahrscheinlichkeit proportional, mit der das 
Ereignis zu erwarten ware, wenn die Hypothese als richtig an- 
genommen wird. 

Die Funktion 2 wird, wie wir friiher gesehen haben, eine 
quadratische Form der Veranderlichen xy...w und 1&Bt sich 
durch passende Substitution neuer Veranderlicher x’ y’...w’ auf eine 
Summe von Quadraten transformieren (S. 67). Unter Benutzung 
der Gaufschen Schreibweise fiir die Koeffizienten der transfor- 
mierten Form wird 


2 = [aa]x’? + (bb, 1]y2+... [kR, n—1] v2 4 (IL, nv]. 


Soll 2 ein Minimum werden, miissen die neuen Veranderlichen 
x’4’...w" einzeln verschwinden, Die Wahrscheinlichkeit fiir die Kom- 
bination irgendwelcher Werte x’y’...w’ ist jetzt proportional zu 


_[aajx’* —_—[bb, 1] 9’? _ (kk, n—1] 0’? 
e 2m e 2m re 2m? 
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da® die letzte Veranderliche einen 
bestimmten Wert w’ annimmt, erhalten wir durch Integration dieses 
Produktes iiber alle méglichen Werte von x’y’... Sie wird demnach 


proportional zu (kk, m-41]_, 
a e a 2 m? wy 


Nun unterscheidet sich bei der Transformation w’ von w nur durch 
eine additive Konstante. Beiden kommt daher der gleiche mittlere 
Fehler m, zu. Damit wird die Wahrscheinlichkeit, da8 w’ zwischen w’ 
und w’+ dw” liegt, durch den Ausdruck 


i 7 ORE y 
— mw dh 
My y2a is 
angegeben. Durch Vergleichung der beiden Ausdriicke finden wir den 
mittleren Fehler i 
My = is 


Im Nenner steht der bei der Reduktion der Normalgleichungen 
als Koeffizient von w allein ttbrigbleibende Faktor. Um den mittleren 
Fehler der anderen Veranderlichen xy... zu finden, kann man die 
Reihenfolge der Rechnung so abandern, daB jedesmal die Veranderliche 
an die Stelle von w tritt, deren mittleren Fehler wir suchen. 

Sind jedoch mehr als zwei Veranderliche zu bestimmen, so wird die 
Wiederholung des Eliminationsverfahrens unbequem. Daher hat bereits 
Gau8 einen andern Weg zur Bestimmung der mittleren Fehler der 
Unbekannten eingeschlagen. 

Wir gehen wieder von dem symmetrischen System der Normal- 
gleichungen aus. Die 1 enthaltenden Glieder lassen wir fort, da sie fiir 
das Folgende nicht in Betracht kommen: 


x y w 
liga) \ab|~ lak} 
[ba] [bd]... [bz] 


[ka] [hb]... [FA] 


Durch Einfiithrung der neuen Veranderlichen x’ y’...w’ entsteht das 
System: 

ay yf z vy’ w! 

[aa] 0) OF Reha hattin: 0 0 

0) [bd, 4] Oy Fee ee 0 0 

0 0 [Cewe? | Geo: Cae A 0 0 

0 0 it cartiae ar a) ero 

0) 0) Ovens 3 eaeO [RR, n — 4] 


6* 
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Die Rechnung, die zu diesem System fiihrt, besteht in der wieder- 
holten Addition einer mit einer Konstanten multiplizierten Reihe zu 
einer anderen. Nach einem bekannten Satze wird dadurch weder der 
Wert der Hauptdeterminante, noch der irgendeiner Unterdeterminante 
geandert. Dann lassen sich aber die Diagonalglieder des zweiten Schemas 
darstellen als Quotienten der Hauptminoren der Determinante des 
ersten Schemas. Es ist 

laa} ido] 3 2 ler] 
[kk, n — 1] |[tt, m — 2] lob, tha ay == ee 
Len, , PA eee F == ; 3 


TANG eo 


und 
(aa) (ab) 2. (asl 
MANGO so = Woo 
een OLE IB DE Te ee eee 
[ia] [ib]... [eA] 
Mithin wird 
[Gia] ae eae 
ve PRAT OF Tee 
[k,n — 1]= [aa]... [ad] 
et 


Das Quadrat des mittleren Fehlers von w wird also gleich 
[aa] 


m> le Rk] 


ThiswaAlee hikeal mi. 


2 
Mw 


[77] 
: Um auch die mittleren Fehler der anderen Unbekannten auf die 
gleiche Form zu bringen, setzen wir 


[aa]lx+[ably+...l[ak]w=X, 
fb ale Sb bly 2 MR ee 
[hale ® (Roly os ine epe eee 


Da wir in der Ausgleichungsrechnung stets voraussetzen diirfen, daB 
die Determinante des Gleichungssystems nicht verschwindet, lassen sich 
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xy...w durch X Y...W ausdriicken. Nach den Regeln der Determi- 
nantentheorie wird beispielsweise 


[aa] 
w- ao pe etd) Vase DW as 
[kk] 
wobei D,D,... D,, die Unterdeterminanten der letzten Kolonne sind, 
also 
[aa] 
D Ww. : ‘ 
[v7] 
Dividiert man noch durch die Determinante 
[aa] 
(eB 


so stellt der Koeffizient von W mit m? multipliziert das Quadrat des 
mittleren Fehlers von w dar. 
Haben wir fiir xy...w als Funktionen von X Y...W das System 


f 
gefunden ew A, KasA vet-<. 4. Ay 
= Ag he Aa Yee « Ang W,, 


w = Ay yX + Anay sie eee Anu’; 


so hatten wir durch andere Reihenfolge auch z.B. y in die letzte Zeile 
bringen kénnen und dann in Ag, mit m? multipliziert das Quadrat des 
mittleren Fehlers von y gefunden. Daraus schlieBen wir, daB in dem 
obigen System die Diagonalglieder A,, Ag9... Aj nach Multiplikation 
mit m? die Quadrate der mittleren Fehler von xy... w ergeben. 
Die mittleren Fehler der Unbekannten kénnen daher bei einer ein- 
maligen Reduktion durch Umkehrung des Systems der Normalgleichungen 
gefunden werden, eine bereits im 2. Kapitel (S. 41) behandelte Aufgabe. 


§ 27. Aufgaben zum 3. Kapitel. 


4. Die mit der unteren Teilung eines 25 cm langen Rechenschiebers 
bei der Multiplikation erreichbare Genauigkeit soll ermittelt werden. 
Zu diesem Zweck ist eine Reihe von Produkten gleichzeitig mit dem 
Rechenschieber und der Maschine berechnet worden. Wegen der Ver- 
anderlichkeit des absoluten Fehlers (vgl. § 4) sind die Produkte in Grup- 
pen zu je fiinf zusammengefaBt worden. Der mittlere Fehler ist fiir 
jede Gruppe zu berechnen und als Ordinate zu dem durchschnitt- 
lichen Produktwert einer Gruppe aufzutragen. Die Approximation der 
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erhaltenen Punkte durch eine durch den Nullpunkt gehende Gerade 
liefert den mittleren Fehler relativ zur GréBe des Produkts. 


Produkt auf vier Produkt auf vier 
Faktoren Ziffern Faktoren ee 
Rechen- Rechen- 
schieber penew schieber oe 
127A ero 92) 1134 1134 1276° 492 6020 6023 
2016° 673 1358 1357 1823 + 3437 6260 6266 
3265° 474 1550 1548 2176 ° 2975 6470 6474 
S201 E538 1740 fF 9 1738 1051° 634 6670 6663 
1037-1889 1959 1959 788: 869 6850 6848 
1189-1746 2075 2076 1437° 492 7070 7070 
2312° 983 22S 2273 2115 - 3489 7380 7379 
3188+ 781 2492 2490 2534 - 2973 7530 7534 
504° 532 2682 2681 1516°* 507 7690 7686 
1087 + 2625 2854 2853 839+ 941 7900 7895 
1452-2143. 3114 3112 1185- 683 8100 8094 
1384 - 2387 3303 3304 2057: 406 8350 8351 
36752971 3567 3568 2641 - 3248 8580 8578 
3966° 953 3783 3780 1838- 479 8800 8804 
618+ 639 3950 3949 1034- 862 8920 8913 
1482 - 2724 4040 4037 1225 Oo 9030 9038 
1996 - 2149 4290 4289 1753° 529 9280 9273 
BAIS OBIE 4470 4467 2965 - 3189 9460 9455 
504° 917 4620 4622 2077- 464 9640 9637 
603- 808 4870 4872 1132- 881 9980 9973 
1416 - 3641 5160 5156 
2015 - 2649 5340 5338 
HSA BK6)5) 5540 eis} 
574° 997 5720 5723 
(PSO <Sheye) 5980 5975 


2. Die folgenden, an verschiedenen Orten und nach verschiedenen 
Methoden gewonnenen Werte fiir die Aberrationskonstante sind unter- 
einander auszugleichen, und zwar einmal unter Benutzung aller Werte 
und zweitens unter AusschlieBung der vier letzten Beobachtungen 
wegen des Verdachts regelmaBiger, nicht mehr zu ermittelnder Fehler. 


Aberr.-Konst. Gewicht 
20” 53 6 
YO sid 22) 
20” 525 24 
20523 151 


20” 48 5 
20” 45 5 
20” 46 5 
20” 43 A) 
20” 44 1 
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3. Zu den nachfolgenden Abszissen x sind die Ordinaten y der 
Punkte einer geraden Linie aus der ersten und letzten Ordinate berechnet 
worden. AuBer der ersten und letzten Ordinate sind aber noch die 
4., 6., 7., 10., 11. und 14. Ordinate bekannt und in der dritten Spalte 
verzeichnet. Danach sind die zwischenliegenden Ordinaten zu verbessern 
und ihre mittleren Fehler anzugeben, Die Abszissen kénnen als fehlerfrei 
angesehen werden. 


ey y Bekannte 
Ordinaten 
95634 4236°118 4236°118 
11107°8 38°977 
14570°8 45°387 
15 769'0 47°605 47°604 
17 222-2 50°296 
17579°6 50°957 50°948 
22 815°4 60°649 60°656 
28 582°2 71°324 
28909°5 71°930 
34645°6 827549 82°567 
36 293°4 85°599 85°614 
39 548-2 91°624 
40987°2 94°288 
437642 — 99°428 99°424 
49 228°0 4309°543 ; 
52313°8 15°255 4315°255 


4. Von einem Punkte A aus sind nach bekannten Zielpunkten 
P,, P,...P; an dem Horizontalkreis des Theodolithen folgende Ab- 


lesungen gemacht worden: 


Zielpunkt Ablesung ea aera 
125 10° 10° 19” 4 3°95 km 
P, 65m Vetset 491 4, 
P; 120° 57% 3070 2045 
P, 186° 31’ 48” 8 23354; 
Pe 314° 59 1572 2200; 


Damit sind aus den bekannten Koordinaten der Zielpunkte Nahe- 
rungswerte fiir die Koordinaten von A berechnet worden (wozu bekannt- 
lich schon drei Zielpunkte ausreichen). Mit diesen Naherungskoordi- 
naten sind nach der Formel 


yp —¥ 
IO Sy Saas 


NA 
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die Winkel w angenahert berechnet worden, die die Richtungen AP mit 
der x-Achse des Koordinatensystems bilden. 


2 
Pe PIES FO BRO Oe 
Jeb 79° 147 44°77 , 


) 
) 

EY ATS Rie! SEOs 
200 36246475 
VS 2 Olen ao 

Wenn die Beobachtungen fehlerfrei und die benutzten Koordi- 
naten von A genau waren, diirften sich diese Werte von den beobach- 
teten Winkeln nur um eine Konstante u 
unterscheiden, die der Nullpunktsrichtung 
des Horizontalkreises des Theodolithen ent- 
spricht (siehe Abb. 10) ; die Koordinatenachsen 
sind so angenommen, wie es bei geodatischen 
Messungen in Deutschland tblich ist. 

Der unbekannte Winkel w und die kleinen 
Verbesserungen € und 7 der Koordinaten des 
Punktes A sind nach der Methode der klein- 
sten Quadrate zu berechnen. Ferner sind 
die mittleren Fehler von § und y zu_be- 
stimmen. 


& Abb. 10. 
5. Von welcher Art ist die durch die Gleichung 


x24 3 y2 +522 —15yz2—O072% —11xy =0 
dargestellte Flache zweiter Ordnung ? 
6. Die quadratische Form 


34% — 15 y2+ 22+ 355 yz2z—2Q5xy 


ist durch orthogonale Substitutionen auf eine Summe von Quadraten 
zu transformieren. 


Viertes Kapitel. 


Ganze rationale Funktionen. 


§ 28. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
ganzer rationaler Funktionen. 


Unter einer ganzen rationalen Funktion mten Grades einer Ver- 
anderlichen versteht man eine Funktion 


Y = Ay + a,x + agx* + ... An”. 


Dabei k6énnen die Koeffizienten a)a,a)...a, irgendwelche positiven 
oder negativen, rationalen oder irrationalen Werte haben, die in einem 
speziellen Falle als ganze Zahlen oder Dezimalbriiche gegeben sind. 
Unendliche Dezimalbriiche miissen zur Rechnung auf eine bestimmte 
Anzahl von Stellen abgektirzt werden. 

Bei einer beliebigen rationalen Funktion lassen sich bekanntlich 
alle Summen auf einen Generalnenner bringen, d. h. eine rationale 
Funktion ist darstellbar als Quotient zweier ganzer rationaler Funk- 
tionen. Bei numerischen Rechnungen kénnen wir uns daher auf die 
Berechnung von ganzen rationalen Funktionen beschranken. 

Eine ganze rationale Funktion pflegt man nach Potenzen der un- 
abhangigen Veranderlichen zu ordnen. In der oben angefiihrten Form 
ist die Funktion nach wachsenden Potenzen von x geordnet, ebensogut 
hatte man sie nach fallenden Potenzen ordnen k6nnen: 

MeO le Deets 570 Agen 

Beim Hinschreiben der ganzen rationalen Funktion lassen wir der 
Kiirze halber die Potenzen von x fort. Durch die Stellung der Koeffi- 
zienten allein ist ja auch schon zur Gentige bestimmt, mit welcher 
Potenz der Veranderlichen sie zu multiplizieren sind, sobald man noch 
beim ersten Koeffizienten durch Angabe des Potenzexponenten fest- 
legt, ob die Funktion nach steigenden oder fallenden Potenzen geordnet 
ist. Wir erhalten nach steigenden Potenzen geordnet 


0) 
Ag Gi drine<Gy 
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und nach fallenden n 
dglyais ai Uge 

Diese Abkiirzung ist analog der dekadischen Schreibweise einer 
Zahl gebildet. Hier sind die Glieder nach fallenden Potenzen von 10 
oder auch nach steigenden Potenzen von 01 geordnet, und auch hier 
werden die Potenzen fortgelassen und nur durch die Stellung der Ziffern 
angedeutet. 

Die vier Grundrechnungsarten lassen sich mit ganzen rationalen 
Funktionen ganz 4hnlich ausfiithren wie mit dekadisch geschriebenen 
Zahlen. Die Addition und Subtraktion wird ohne weiteres ausgefiihrt 
durch Addition oder Subtraktion der Koeffizienten gleicher Potenzen. 

Bei der Multiplikation zweier ganzer rationaler Funktionen 


0 
Gg GOs setae 


und 
0 
CRAP rrp 
rechnet man von links nach rechts, etwa nach folgendem Schema: 
(Go 5 oe dgseage Cin 4 Gin) t= (Og 0, Date © One Ont 
Gi 0a Aap eas Uy ae iOn aes 
ES A Re REPRE Gai Oie aly 
DO Pig dara de teens PE Se et 


@) 019) e: 2! a evie® ‘ei (ei 6, 16) @) 0" ©) 8/0) 10) ‘(© e) 0) 0 1s, a 6) wale lei (ele ce: ele B) 6).e)\6) 9) a) 6 1018) 0° e) (6 


Aq Dy (44 By + My 24) (Ay Og + 4,0, + ay bq)... 

Das gleiche Verfahren 148t sich auch auf die Multiplikation von 
Dezimalbrtichen anwenden. Man kann die Addition im Kopf ausfiihren 
und dabei das Ergebnis von links nach rechts hinschreiben; bei geniigen- 
der Genauigkeit bricht man die Rechnung ab. 

Fiir die Division 1a8t sich das bei Dezimalbriichen iibliche Ver- 
fahren sofort tibertragen. Wir erhalten fiir den Quotienten der beiden 
Funktionen. 0 

(2) = G5 G4 Gs x 
und 0 
2 (a) =O; Dy Danwebe 
das folgende Schema: 


a a 
(a "a; Az. ++ Am) : (By by by... On) = F> + . 
0 
ao a 
Aq by = bg by 
ay a2 
rp a 
a by be 
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Vorausgesetzt daB b, nicht verschwindet, zichen wir den mit ~ 

0 

multiplizierten Divisor vom Dividenden ab. Als Rest bleibt eine ganze 
rationale Funktion 1 


PNG) ona 5 


die die nullte Potenz nicht mehr enthalt. Von g’ ziehen wir den mit 
2. multiplizierten Divisor ab usw. Wir kénnen beliebig weit fort- 
0 
fahren, ohne daB im allgemeinen der Quotient abzubrechen braucht. 
Wenn 0, = 0 ist, der Divisor also mit einer von Null verschiedenen 

Potenz beginnt, so sei 6, der erste nicht verschwindende Koeffizient. 
Man kann dann x? herausziehen und zunachst durch die mit der nullten 
Potenz beginnende Funktion 

) 

COR Soka 


dividieren. Nachtraglich mu8 der Quotient noch durch x? geteilt 
werden. 

Ahnlich gestaltet sich die Division, wenn die beiden Funktionen 
nach fallenden Potenzen geordnet sind. Die Division der ganzen ratio- 
nalen Funktion 

n 
(1) &(%) = Ann -1 Ang +++ Ay Ay 


durch die Funktion x — # geschieht in folgender Gestalt: 


n—1 
(An Gn=1 By 2% os GEA AMS =P) == Gy, G1, 0y oe a) 
an —Aynp 
An-1 Gn -2 
An-1_ — 4n-1P 


ay 
eat 
td 
ay ay 
a, —a 


Bei der praktischen Rechnung kann die Wiederholung der Koeffi- 
zienten vermieden werden. Die Rechnung 1aBt sich sehr bequem in 
drei Zeilen anordnen: 


an An —4 An-9-++- ay Ao 
pan Pan-1--.paz. Pa 


, , t 
ay, Qed An-2+-++ A | Ao - 
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a wird mit # multipliziert und zu a,-1 addiert, es entsteht a@-1. @n-1 
wird wieder mit # multipliziert und zu a2 addiert, das Ergebnis ist 
a,-2 usw. SchlieBlich bleibt der Rest a allein tibrig. Die wiederholten 
Multiplikationen mit dem gleichen Faktor # lassen sich sehr bequem 
mit dem Rechenschieber oder, wenn seine Genauigkeit nicht ausreicht, 
mit der Rechenmaschine durch eine einmalige Einstellung finden. 


§ 29. Das Hornersche Schema. 


Man kann diese Rechnung dazu benutzen, den Wert der ganzen 
rationalen Funktion (1) an einer Stelle x = # zu berechnen. Denn setzen 


wir den Quotienten 
nW—A 
, , , 
An An-14n-2+++A1 = 8 (x) ’ 


so wird bei der Division von (1) durch x — p 


ft = 81 (%) + = 
oder : 
(2) g(x) = g(x) (x — p) +40; 
und wenn wir x = # setzen: 
g(p) = 40- 


Dieses Verfahren fiihrt sehr viel schneller zum Ziel, als die Berech- 
nung durch Bildung der Potenzen von #, Multiplikation mit den Koeffi- 
zienten und Addition der einzelnen Glieder. 

Das Verfahren liefert aber noch mehr. Dividieren wir namlich 
den Quotienten, die ganze rationale Funktion (m — 1)' Grades 

n—1 
81 (%) = An Qn-1-. 2a} 
erneut durch % — #, so entsteht als Quotient eine ganze rationale Funk- 
tion (n — 2)" Grades, die wir in entsprechender Bezeichnung schreiben 
n—2 
82(%) = An Gn-1-.- 42, 
und es bleibt als Rest a. Somit wird 
81 (%) = go(%) (x — p) + ay. 


Entsprechend kénnen wir fortfahren und erhalten 


£2 (x) = gg (x) (x — p) + ag’ 


ena (0) == [fp (x) (x = Pp) se a 
Sn (x) = an . 


Jedesmal verringert sich der Grad des Quotienten um eine Einheit, und 
n(x) ist schlieBlich konstant. 
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Multiplizieren wir die Funktionen g, (x), gy(x)... gn—1(x), gn (x) 
der Reihe nach mit (x — 9), (x — p)?... (x — p)""1, («— >)" und 
addieren die Produkte zu g(x), so erhalten wir fiir g(x) die Darstellung 


(3) g(%) = ao + at (x —p) + af! (x — p)?+...a,(% — Pp)". 
Damit haben wir die Funktion g(x) nach Potenzen von x — p 


entwickelt, d.h. die Taylorentwicklung der Funktion an der Stelle 
*% = gewonnen: 


g’ (Pp) (x 


ga =2@) + 52 ow — p+ 2) @ ppg... LP py. 


2 n! 


Die aufeinanderfolgenden Divisionen durch x — # lassen sich sehr 
bequem in das von Horner angegebene Schema einordnen: 


An bx Ones eth 4 45 ay ag 
ES) A et Oy 
De ne eae a, -| a 
D tir DO eae oe a. pay 
mn Oe 
PD an Pp Upon? G3. 
lS a Pe pang 
pees Ah RR 
pam 
an, | ae 


Die Taylorentwicklung findet mancherlei Anwendung. Namentlich 
wenn x in der Nahe von # liegt, erweist sich eine Entwicklung nach Poten- 
zen von x —? als zweckmaBig. Man kann. dann von einer bestimmten 
Stelle an die Potenzen von x — # vernachlassigen, also die Funktion durch 
eine ganze rationale Funktion von niedrigerem Grade approximieren. 


§ 30. Anwendung auf die Auflésung einer algebraischen 
Gleichung. 

Von dieser Entwicklung kann man vorteilhaft Gebrauch machen zur 
Berechnung der Wurzeln einer Gleichung mten Grades, die ja durch Null- 
setzen einer ganzen rationalen Funktion entsteht. Kennt man namlich fir 
eine Wurzel einen Naherungswert *, = f, so kann man die Funktion an 
der Stelle x = p entwickeln und sich dabei auf die Glieder erster Ordnung 
beschranken. Aus den beiden ersten Gliedern ergibt sich eine Verbesserung 
des Naherungswertes. Durch mehrmalige Wiederholung der Entwick- 
lung kann man die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit annahern. 

Beispiel: Die Gleichung 

xt — 6x8 + 13x72 — 14% +5 =0 
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hat eine reelle Wurzel in der Nahe von x = 3. Wir setzen x —3 = hy 


und entwickeln nach Potenzen von h,: 
4 


a 4 —6 13 — 14 5 

3 —9 12 = © 

1 =3 4 = 2 | a7 
3 ) 12 

4 ) "4 10 
3 9 

1 CaP i 
3 

pr ayee ey 


ht + 6hi +1373 +10h,-—-1=0. 

Da fiir die gesuchte Wurzel h, klein ist, finden wir einen Naherungs- 
wert fiir die Wurzel dieser Gleichung durch Vernachlassigung der hoheren 
Potenzen von h,. Es ist nahezu 

10h, —T= 0° oder k= 0:4" 
Wir setzen h, — 0°'1 = Ag und entwickeln nach Potenzen von hy: 
4 


p=01 4 6 13 10 = 4 

O-1 0°61 1°361 171361 

1 64 13°61 41°364 0°1361 
0-4 0°62 1°423 

1 6:2 14:23 12'784 
o-4 0°63 

1 63 | 14:86 
0-1 

Tt W e6-40 


ha + 6403 + 14:86 3 + 12°784h, + 0°1361 . 
Wiederum ist A, klein, und wir finden aus 
12°784 h, + 01361 =0 


den Naherungswert /, = —0'01. 
Die Entwicklung nach Potenzen von h, = h, + 0°01 ergibt 
4 


p=-—o001 1 6:4 14:86 12°784 01361 
— 0:04 — 0:0639 — 0147961 — 0:1263 6039 
1 6°39 14:7961 12°636039 | 0:0097 3961 
— 0:01 — 0:0638 — 0°147 323 
1 6°38 14:7323 | 12°488 716 
= 0°01 — 0:0637 
4 637 | 14°6686 
— 0:01 
1 | 6°36 


hs + 6°36 hs + 14°6686 hg + 12'488 716 hs + 0°0097 3961 . 
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Fir fh, ergibt sich der Naherungswert 
_h, = —0°0008 . 
Auf diesem Wege kénnte man fortfahren und die Wurzel der Gleichung 
immer weiter approximieren. Bald wiirde aber die immer wachsende 
Zahl der Ziffern in den Dezimalbriichen lastig werden. Darum empfiehlt 
es sich, sobald die Annaherung weit genug fortgeschritten ist, ein anderes 
Verfahren einzuschlagen. Schreiben wir die Gleichung fiir 4, in der Form 


— 12°488 716 hs = 0°0097 3961 + 14°6686 h3 + 636 A3+ hi, 
so kénnen zur Berechnung des Naherungswertes auch die hdheren 


Potenzen von hg herangezogen werden. Fiir den Naherungswert 


h, = —0° no : 
: 0°0008 wir 14°66 86 h, = 0'0000 0939, 


wahrend 6°36 h3-+ hi fiir die ersten acht Dezimalen nicht in Betracht 
kommt. Damit erhalten wir einen besseren’ Naherungswert aus 


— 12°488 716 hs = 0°0097 3961 + 0°00000939 = 0:00974900 , 
hs = — 0000780625. 


Mit diesem Werte laBt sich die rechte Seite der Gleichung noch genauer 
ermitteln. Wir finden 


und aus 14°6686 13 = 0°0000 0894 


— 12°488 716 hs = 0°0097 3961 + 0°0000 0894 = 0°0097 4855 
‘ den genaueren Naherungswert 
hs = — 0'000 780588, 

der bereits mit allen hingeschriebenen Ziffern richtig ist, denn eine 
erneute Berechnung wiirde keine Anderung in den beriticksichtigten 
Ziffern des quadratischen Gliedes ergeben. 

Fir die gesuchte Wurzel finden wir durch Addition samtlicher 
Naherungswerte 

Die Genauigkeit von h, wiirde sich auf dem eingeschlagenen Wege 
leicht steigern lassen, nur mi&ten dann auch die héheren Glieder in der 
Gleichung fiir 4, berticksichtigt werden. 

Das allgemeine Prinzip, das diesem Verfahren zugrunde liegt, 
werden wir im 6. Kapitel kennenlernen. 


§ 31. Die Produktentwicklung. 


Wir gehen wieder von der Gleichung (2) aus, dividieren aber jetzt 


die ganze rationale Funktion 
= 
81 (%) = Gn My-1-+ eM 
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durch eine andere lineare Funktion x —q. Es entsteht nach dem 
Hornerschen Schema 

& (*) = g(x) (*¥ = 9) + 4. 
gy (x) dividieren wir durch x — ry und erhalten 

82 (x) = 85 (x) (% — 7) + an". 


So fahren wir fort unter Benutzung immer neuer linearer Divisoren und 
erhalten schlieBlich 
Bn—1(*) = Bul) (% — w) + aya 
§n (x) = An - 


Setzen wir alle ganzen rationalen Funktionen g, (x) in g(x). ein, so 
erhalten wir fiir g(x) eine ahnliche Entwicklung wie (3), nur schreitet 
sie jetzt nicht nach wachsenden Potenzen, sondern nach Produkten von 
wachsender Faktorenzahl fort 


oe ee oe 
+ an(x — p) (x —q)(«—7)... (x —w). 


Diese von Newton eingeftihrte Entwicklung kann in vielen Fallen 
ahnlich wie die Taylorentwicklung gebraucht werden. Sie laBt-sich zwar 
nicht so bequem differenzieren und integrieren wie diese, bietet dafiir 
aber bei der Approximation grofe. Vorteile. Ahnlich, wie.man die 
Taylorentwicklung abbrechen kann, wenn man kleine Werte von x — p 
betrachtet, kann man hier die hdheren Glieder vernachlassigen, wenn es * 
sich um Werte x in der Nahe von 4, q, 7...w handelt. 

Bricht man die Entwicklung nach dem zweiten Gliede ab, so ent- 
steht eine ganze rationale Funktion ersten Grades 

G(x) = ah + af (ev — f), 

die fir x = p und x = g mit der durch (4) dargestellten Funktion g (x) 
uibereinstimmt. Geometrisch gesprochen wird die Parabel mten Grades 
naherungsweise durch eine Gerade wiedergegeben, die die Parabel in 
zwei Punkten mit den Abszissen # und qg schneidet. Wahrend die Taylor- 
entwicklung in zweiter Naherung die Parabel durch die Tangente 
approximiert, erfolgt bei der Produktentwicklung die Annaherung 
durch die Sehne. In unmittelbarer Nachbarschaft eines Punktes 
liefert daher die Taylorentwicklung bessere Naherungswerte, sobald 
man es aber mit einem Intervall zu tun hat, ist die Produktentwick- 
lung vorzuziehen. 

Noch deutlicher wird der Unterschied bei Approximationen héherer 
Ordnung. Bricht man die Produktentwicklung nach dem /ten Gliede ab, 
so wird die Parabel 2 ten Grades (4) durch eine Parabel (J — 1) ten Grades 
angenahert, die mit der Parabel mten Grades / Punkte mit den Abszissen 
pqr... gemeinsam hat. 
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§ 32. Berechnung aus gegebenen Funktionswerten. 


Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion mten Grades durch » + 14 
Punkte (x1, 1), (%2, Vo)... (%n+1, Ynz1) gegeben. Wir suchen ihre Pro- 
duktentwicklung in der Form 


(5) & (%) = ay + ay (% — %y) + Gy (% — 4) (%¥ — 4%) +... 
+ An (x — x) (% — %)...(% — Xn). 
Um die Koeffizienten der Entwicklung zu berechnen, fiihren wir 


neue ganze rationale Funktionen g, (), go(*)...gn(x) ein, die folgender- 
maBen bestimmt sind: 


eee) ae. a) 
&1 (x) 7 YF aaa ? 
__ &1(*%) — 81 (%2) 
82 (x) = a x = Ke b) 
a &n-1 (*) = anil) 
gn (x) ot 


Durch Vergleich mit g(x) findet man, daB g,(x) die Entwicklung 
gy («%) = a, + ag (% — XQ) + a3 (% — x2) (x — x3) +... 
+ an(% — %9) (% — %3)...(% — Xn) 
hat, also von (nm —1)tem Grade ist. Aus g, (x) leiten wir 
£o (x)= ay + ag (x —% 3) + a, (% —%5)(% —% 4)... An (% —%5)(% —% 4)... (% — Xn) 
ab. Wieder ist der Grad um eine Einheit gesunken. SchlieBlich wird 


(x) =a 
eine Konstante. Bn) ¢ 


Die Berechnung der Koeffizienten a; ergibt sich aus den Funk- 
tionen g;(x) sehr einfach, denn es ist, wie man sofort sieht 


£(%) = 
81 (%_) = 4 
£9 (%3) = ae 


Snel (%n) = An-1 


n(x) = ay. 


Um aus den gegebenen Funktionswerten y; = g (x,) die Funktionen 
g,(«), £o(*)... usw. zu ermitteln, bilden wir die folgende Tafel. Jedesmal 
steht in einer mit g;(«) bezeichneten Spalte an erster Stelle der gesuchte 
Koeffizient 4; . 


7 
r] 


Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 
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(®x)%3 — (+ %x) 8g 


(8x) %3 — (“xy 8 


. 


(8x) 3 — (Sx) #9 


(®x)%3 — (Fx) 83 


(*) *3 


8 T+4y 
Sy — “x 
Sy — fy 
8 — Vy 


Sy _ Itty 
(8x) UC hee (TE44) Tg 


Sy — My 


(8x) Lg ee (“x) 1g 


Bye fy 


(@4) 13 — (Sx) 18 


By — by 
(8x) t3 — (Fx) tg 


ng Boy 
(®x) te — (8x) 12 


(x) *3 


| (a) 7 — (Fe) 1B. 


(Or) 19 — (*4) "8 


(2x) te — (8x) t8 
(®x) 8 — (Px) tg 


(8x) 13 — (Ex) tg 


8y 


Ppt tye 1% ety, 
tf Sr+8K 

wow | ne 
Ped en 
Gens aoe 
meen fa 
2 ee 


Ty _ T+ty 
Ty — “y 
othe 
Vy — Ve 
Tine alg 
eae 


24 


v4 
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Beispiel: Aus den als bekannt vorausgesetzten Logarithmen: 
log 2 = 0°30103 und log 3 = 0°47712 findet man 


log 40 = log 2-2-10 = 1°€0206, 


log 50 = log = 1.69897, 
log 45 = log =~5"*° = 1°65 321, 


log 48 = log3+24 = 1°68124. 


Gesucht ist eine ganze rationale Funktion dritten Grades, die an diesen 
4 Stellen mit der Funktion y = log x iibereinstimmt. 

Zur Abkiirzung sollen an Stelle der Logarithmen nur die mit 10° 
multiplizierten Mantissen hingeschrieben werden. 


&3(*) 


50| 69897 |10| 9694 969°10 
45} 65321 | 5} 5115 | 102300 53°90 | —10°780 
48 | 68124 | 8| 7918 | 989°75 | —2] 20°65 | —10°325|] 3 | 0:455 | 0-152 


Man findet aus dem angeschriebenen Schema 
g(x) = 60206 + 969°1 (% — 40) — 10°78 (% — 40) (¥ — 50) 
+ 0°152(% — 40) (x — 50) (x — 45). 
Damit ist eine Approximation der Logarithmen zwischen 40 und 50 
durch eine ganze rationale Funktion dritten Grades gewonnen worden, 
die man dazu benutzen kann, den Logarithmus an einer beliebigen Stelle 
des Intervalls naherungsweise zu berechnen. 

Um den Wert einer ganzen rationalen Funktion in der Form (5) 
an einer Stelle x = p zu berechnen, ordnen wir die Funktion nach fal- 
lender Anzahl von Faktoren und schreiben wie friiher nur die Koeffi- 
geetan in &(%) = Ay Any Mn-2 +++ Ag Ay - 


Dann bilden wir analog dem Hornerschen Schema 


Xn An 1 Vn-2 4%, a4 
X=P Gy An-1 GREG SO OSE HE coK 8 a, a, a 
An (b —%n) Gn-1(b—%n-1)--- A5(P —%s) O(b—%e) a4(b —%) 
Qiot Gacoe seis nee a ay | a 
Es ist dabei BE Op (EY 


und ferner 
An-2 aa Gant (p ara eed) ae An 2 


— An (p nae Xn) (p e: Xn =A) = An-1 (p Fr Ket) ala An-2> 


ei jo) \e) silo. camom eas oMlie! 6: a0 elle) eo: diel te qienre 1s Wa, ia wienen va. 8) 01.6 ante 


Ay = An(P — Xn) (b — %n-1) +> (pb — %) + Qn—1 (b — %n-1)--- (2 — 4) 
4... + dy (p — %2) (Pb —%) +4 (b — %) + 4%, 
a = g(P). es 
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Der neugebildete Koeffizient aj stellt also genau wie frither den 
gesuchten Funktionswert dar. Die Berechnung ist jetzt allerdings nicht 
ganz so bequem, da sich der Faktor der Koeffizienten a; jedesmal andert. 

Berechnen wir in unserm Beispiel etwa einen angenaherten Wert 
fiir log 42, so entsteht das Schema: 


485) 50 40 
x=42 0152 1078 9691 60206 
—046 899 2118 


aANI24 1059°0 62 324 
g (42) = 62324. 
Daraus ergibt sich mit Hilfe der bekannten Logarithmen von 2 und 3: 
log 7 = 1°62324 — 0°77815 = 0°84509 . 
Derselbe Wert mu8 sich auch aus dem log 49 ermitteln lassen. 
g (49) ergibt sich aus dem Schema: 


45 50 40 
x = 49 0°152 =10°78 969'1 60 206 
0°64 10°2 8 814 


—1 0-47 979°3 69 020 
g (49) = 69020. 
log 7 = 4- 1°69020 = 0°84510. 

Aus der Ubereinstimmung beider Werte la8t sich ein SchluB auf die 
Giite der Approximation ziehen. 

Ist eine gréBere Anzahl von Zwischenwerten zu berechnen, so ist 
es unter Umstanden bequemer, die Approximation schrittweise vor- 
zunehmen. Sollen etwa in unserem Beispiel die Werte der ganzen 
rationalen Funktion an allen ganzzahligen Stellen zwischen 40 und 50 
berechnet werden, so approximieren wir mit Hilfe der beiden ersten 
Glieder der Entwicklung zunachst linear. Die Berechnung des dritten 
Gliedes liefert die Abweichung der quadratischen Approximation von 
der linearen. Das vierte Glied der Entwicklung ergibt die Abweichung 
der Parabel dritten Grades von der quadratischen. 


x g (*) 
- 40 60 206 0) (@) 60 206 
41 Gia 5t el BO7-Olea5ss 61 278 
42 620449 4.7225 os 78 62 324 
43 63 113°3 + 226°4 + 6°4 63 346 
44 64 082°4 + 258°7 + 3°6 64 345 
45 65051°5 + 269°5 (0) 65 321 
46 66 020°6 + 258:7 — 3°6 66 276 
47 66 989°7 + 226°4 — 6:4 67 210 
48 67 958°8 + 172.5 — 73 68 124 
49 68927°99 + 97°0 — 5°5 69 019 
50 69 897 8) 0) 69 897 
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In der Tafel enthalt die zweite Spalte die Werte der linearen Approxi- 
mation. In der dritten und vierten Spalte stehen die durch das dritte 
und vierte Glied hervorgerufenen Korrekturen. 


§ 33. Ubergang von der Produkt- zur Potenzentwicklung. 


Ebenso wie friiher haben auch die in dem allgemeineren Horner- 
schen Schema auftretenden Gréfen eine einfache Bedeutung. Setzen 
wir zur Abkiirzung 


gels 
MG == (-Srs ),; 
Xo = (% — x) (x — x), 


2. Pes) = (x 7 %4) (x a Xq) vee (x a ’ 
Xq = (@ — my) (w — XQ). (© — ng) (F — a) 
so nimmt die ganze rationale Funktion (5), wenn man sie nach steigender 
Faktorenzahl ordnet, die Form an: 
n 
2 (x) = ay Xa ck Gniy Xnl i ec ot ag Xa a Xp a= Daas 

Berechnen wir nun mittels des Horvnerschen Schemas den Funktions- 
wert an einer Stelle x = #, so treten dabei die GréB8en auf: 

Sey G,- \P —- X41) dy+1, Y= 0,4... — 1, dy =p. 
Wir wollen die aus ihnen gebildete Funktion 

n 
21%) = Gn Xn tt Sn 1 An-2 es a Ae + a = > ey Kat 


untersuchen. 
Da 
und andrerseits 
DOTS a Carew a) eae: oe eb SS oD 
ist, so wird 


2, (*) («@ — fp) = >a, X, — Da, X,-1(f — %) 
1 1 


n n-1 n 
= a, X, 53 DAC (p es Xy+1) a PHP (p aa Xy) 
al 1 
n 
= >a,X, — a — a, (bp — %) = g(*) — a. 


Nun ist a = g(p) und demnach 


— g(p) 
(yee g(P 


x—>p 
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Wendet man auf g,(x) erneut das Hornersche Schema fiir x = 
an, so entsteht 


*n-1 4n-2 +n —3 vy 
an An—1 Byres AURA Se Oath Os a ay 
an (p ae Anca) an1(p — Kn_2) » «+ as (p =e Xo) az (p -— x) 
EAS PPTL BER Ee 


Jetzt ist. a{ = g,(p), und aus den iibrigen GréBen laBt sich eine ganze 
rationale Funktion (n — 2)ten Grades bilden: 


9 (%) = an Xn—g + Ani Anos Pes OB Ay ay, 


die zu g,(x) in derselben Beziehung steht, wie g, zu g. Es ist 


81 (%) = af + (x — B) 82 (*) - 
g_(x) kann auf die gleiche Weise behandelt werden, es entsteht eine 
Funktion g, (x), deren Grad wieder um eine Einheit erniedrigt ist: 


Bo (x) = a2’ + (x — D) 83%). . 
SchlieBlich gelangt man zu einer Funktion Oten Grades g,, (x) = @,. 
Setzen wir die Funktionen g, (x), go(”)... 2, (x) nacheinander in 
g(x) ein, so erhalten wir fiir g(x) die nach Potenzen von (x — ) fort- 
schreitende Entwicklung 


& (x) = a + a1 (% — p) + ag"(% — p)? +... ay (x — B)”. 


Eine nach Produkten entwickelte Funktion 1aBt sich also durch 
das Hornersche Schema nach Potenzen entwickeln. Allerdings besteht 
gegen friiher der Nachteil, daB der Faktor innerhalb einer Horizontal- 
reihe von Glied zu Glied wechselt. 

Man kann auch statt zu der Potenzentwicklung wieder zu einer 
Produktentwicklung tibergehen. Man wendet dann auf g,(x) das Horner- 
sche Schema fiir + = q an usw. und erhalt 


& (x) = a + a7 (x — p) + ag'(x — d)(@ — 9) +... 


Wollen wir von einer ganzen rationalen Funktion eine Reihe von 
Funktionswerten bestimmen, so gestaltet sich die Rechnung dann 
besonders einfach, wenn die zugehdrigen Argumentwerte gleich weit 
voneinander entfernt (dquidistant) sind. Dabei ist vorausgesetzt, daB 
die ganze rationale Funktion mten Grades durch n + 1 Aquidistante 
Ordinaten gegeben ist. Die Berechnung von Funktionswerten geschieht 
nach den Methoden der Differenzenrechnung. 

Die aquidistanten Abszissen seien x;, ihr Zuwachs mit / bezeichnet, 
so daB x,,,;=%;+4 ist. Die zugehdrigen Ordinaten seien y; = g(x;). 
Dann bilden wir die (ersten) Differenzen 


g(x; + h) — g(x) = 2, (%) 
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und bezeichnen sie zur Abkiirzung mit 4y;. Da die Differenz zweier 
ganzer rationaler Funktionen wieder eine ganze rationale Funktion ist, 
so ist Jy eine ganze rationale Funktion von x, aber von (n — 1)tem 
Grade. Denn entwickelt man jedes Glied der Differenz g(x ++ h) — g (x) 
nach Potenzen von x, so beginnen beide mit a,x”. 

Ebenso bilden wir von g,(x) die Differenz 

81 (x +h) — 83 (%i) = 82 (%) = AA, = A?y,. 

Diese zwette Differenz von g(x) ist eine ganze rationale Funktion (7 — 2)ten 
Grades. 

Fahrt man fort, so gelangt man nach  Schritten zur mten Differenz, 
einer Konstanten. 

Ist nun beispielsweise eine ganze rationale Funktion vierten Grades 
durch 5 Wertepaare % Vo, 141, .--%4¥q fiir Aquidistante Abszissen x; ge- 
geben, so bilden wir fiir die aufeinanderfolgenden Differenzen das Schema? 


x y 4 a | AB AS 
PSS ly Homes RON ale phat atts ope SN 

*9 Vo A | ces 

Dit an A A"Yo | Aty, = Const 
= Cons 

a va AV st ihe AB y, . 

43 V3 | Ays Ve | 

v4 Va | 


Die vierte Differenz ist eine Konstante, zu deren Bestimmung die finf 
gegebenen Funktionswerte notwendig waren. Durch Addition und Sub- 
traktion der vierten Differenz kann man die Spalte der dritten Diffe- 
renzen vervollstandigen. Aus den dritten Differenzen ergeben sich die 
zweiten ; fortfahrend gelangt man schlieBlich zu neuen Werten der ganzen 
rationalen Funktion fiir weitere aquidistante Abszissen. 

Das Verfahren ist gut zu gebrauchen, wenn man sich tiber den Ver- 
lauf einer ganzen rationalen Funktion ein Bild machen will. Man be- 
rechnet ” + 1 Aquidistante Ordinaten und kann aus ihnen beliebig viele 
weitere a4quidistante Werte finden. 


§ 34. Die Newtonsche Interpolationsformel. 


Handelt es sich um die Berechnung eines Funktionswertes an 
einer beliebigen Stelle x, so 14Bt sich das oben beschriebene allgemeine 
Verfahren wesentlich vereinfachen, wenn die ganze rationale Funktion 
durch » + 1 Aquidistante Wertepaare gegeben ist. 

Wir machen dabei von einem Satz der Differenzenrechnung Ge- 
brauch. Wir dividieren die Differenz g(x + h) — g(x) durch 4% =h 
und bezeichnen den Ausdruck 

AY t@ GA —e 
Ax h 


104 Ganze rationale Funktionen. 


als Differenzenquotienten der Funktion g(x). Ihn verbinden manche 
Beziehungen mit dem aus ihm abgeleiteten Differentialquotienten. 

- Wie man in der Differentialrechnung von einem vorderen und einem 
hinteren Differentialquotienten spricht, so unterscheiden wir auch in 
der Differenzenrechnung einen vorderen und einen hinteren Differenzen- 
quotienten. Neben den soeben definierten vorderen Differenzenquotien- 
ten stellen wir als hinteren Differenzenquotienten den Ausdruck 


Ay _ g(*)—e(#—h) 
Aree h ; 
Die geometrische Bedeutung der beiden Differenzenquotienten ist aus 


nebenstehender Abbildung ersichtlich (Abb. 11). Gehort zu x der Kurven- 


punkt A, zu x + Ader Punkt B und zu x — # der Punkt C, so ist a 


x 


die Tangente des Winkels, den die Sekante AB mit der x-Achse ein- 
schlieBt, wahrend = die Tangente des Winkels 


ist, den die Sekante CA gegen die x-Achse bildet. 
(Vorausgesetzt, daB x und y im gleichen MaBstab 
aufgetragen sind.) 

Aus der Definition der beiden Differenz- 
quotienten ergibt sich: 

Der hintere Differenzenquotient bei x ist 
identisch mit dem vorderen bei x —h. 

Wir bilden die Differenzenquotienten eines Produktes aus Linear- 
faktoren 


P(x) = ¢(% — %) (v — %9)...(% — %,). 


Dabei sei c eine Konstante, x, x 2...%, seien Aquidistant: 


Der vordere Differenzenquotient ist 


Ap(*) — c(x +h—4%y)(¥ +h—4%)... (4 +h Hy) — C(¥ — #1) (¥ —%_)... (¥ — %y) 


Ay h 
Nun ist 


AuBerdem setzen wir x, —h=x,. Somit wird 


ee) oF : (x — x4) (x — Ky)... (% — x,-3) (4 — %) — (x — x,)] 


oder,’ da*x)\— "4, == 9 = fe 1st; 


A 
(6) Tats 


Cs pe (% = 45) We Hela. (% — Hy). 
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Der Differenzenquotient enthalt nur noch v — 4 Linearfaktoren, der 
Faktor mit der gré8ten Nullstelle ist fortgefallen. Aus dieser Formel 
geht eine bekannte Formel der Differentialrechnung hervor, wenn man 
h zur Grenze 0 streben 1aBt. Es ist dann p(x) = c (x — x,)” und aus dem 
Differenzenquotienten wird der Differentialquotient 


ap(x) 
Gheg 


Cove(x —x,)’-!. 


Ein ahnlicher Ausdruck ergibt sich fiir den hinteren Differenzen- 
quotienten 


Ap(*) _ ¢(¥ — #4) (¥ —%,)... (x — ay) c(¥—h—x,)(4¥ —h—x#)...(¥ —h—4y) 
Bos ee a he, 7 Sz 


== (x — 4%)... (8 —%,) [(% —%) — (% — Hy 44)]. 


Dabei ist x, + h=x,,, gesetzt. Jetzt ist x,,, —x, =¥»-h und daher 


Ap (x 

(6a) a ) 
Bei dem hinteren Differenzquotienten ist der Linearfaktor mit der 
kleinsten Nullstelle fortgefallen. LaBt man hier h gegen 0 streben, so 
fallen die beiden Differenzenquotienten zusammen. 

Aus dem ersten Differenzenquotienten kann man auf die gleiche 
Ay 
A x? 
Asy 
Ax 

Es sei jetzt eine ganze rationale Funktion nten Grades y = g (x) 
airenuy 1) Wertepaate 44 Verto Vase etn ns Saar ynes eceeben. Wir 
suchen wie friiher ihre Produktentwicklung in der Form 


8 (%) = ay + a (% — %) + ag (% — %) (% — %2) +... 
te a, (x — 4) (% ait Xp). OND (x a Xn) 
Fir + =~, folgt sofort a, = g(x,) =, - Sind die Abszissen x; aqui- 
distant, so lassen sich die iibrigen Koeffizienten leicht durch die Diffe- 
renzenquotienten der Funktion ausdrticken. 
Es ist namlich der Differenzenquotient einer Summe gleich der 
Summe der Differenzenquotienten. Denn aus 


SSC Ps (Xia) 2 (X= Ny a) (XY — Fy) « 


Weise einen zweiten herleiten. Aus ihm wieder einen dritten 


Differenzenquotienten usf. 


folgt sofort F (x) = fi (x) + fale) + .-- fn) 
Leon ee h 
Af(x) | Afe(*) A fy (x) 
Se ies A cans iu AAT ES 


Ferner ist der Differenzenquotient einer Konstanten gleich Null. Bilden 
wir daher den Differenzenquotienten von y = g(x), so wird 


IY ty + Dig (% — 4) +. Wag — 44) (8 — M9). — Hp). 
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Ebenso werden die weiteren Differenzenquotienten 


OY Day + 3+ 2g (0 — 24) ot (Mt 1) dy (% — Hy) (% — 9) --- (% — An) 
AY uly A) ...3 62M + $A) =A). 3Detvga (= my) ee 
+n(n—1)...(m—v+1) ay (% — 4)... (% — Xn->) 


A”"y 


ae =n(n—1)...3-2+1a,—=nla,. 
Betrachten wir nun samtliche Differenzenquotienten an der Stelle 
&% == Ay, SO WIEG Ay 
(32) ces 
A*y 
(5 3) = og 
Ah 
(7 a) =Ala,, 
(3 2) = 11 Gp 


Unter Benutzung der vorderen Differenzenquotienten an der Stelle 
% =x, kénnen wir daher die ganze rationale Funktion y = g(x) in der 
Form schreiben: 


A? yy (¥ — %) (¥ — *2) 


A 
( fy=n+ Zen) +73 2! rior: 
7 
A” yy (* — #1) (% — %_)... (¥ — *y) 
| 2 Ae ; ni : P 


Diese schon von Newton angegebene Formel ist ganz analog der 
Taylorschen Formel in der Differentialrechnung gebaut. Die Taylor- 
sche Formel geht aus der Newtonschen hervor, wenn man alle x; zu- 
sammenriicken, d. h. # gegen 0 streben 1aBt. 

Unsere Formel ist deshalb so bequem, weil die aufeinanderfolgenden 
Differenzen ungemein leicht zu bilden sind (vgl. das Schema auf S. 103). 
Die einzelnen Differenzenquotienten erhalt man dann sofort durch Divi- 
sion mit den aufeinanderfolgenden Potenzen von h = Ax. 

Fiir den praktischen Gebrauch empfiehlt es sich, eine Schreibweise 
einzufthren, bei der man von dem speziellen Werte von 4x unabhangig 
wird. Wir setzen 


x — 4%, f 
=u 
Ax ; 
4% — Ko 4% — Hy — (%_ — *) % — Hy Xo V4 nl 
Taree = = u — 
Ax Ax Awe A : 
H — My 4% — xy — (%y — #1) %— X Ky — Xy 
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und erhalten fiir die ganze rationale Funktion die Darstellung 


u(u — 


y= tu dy, += ary, +... 
(8) 2 
| spe UY 2) BB ol SIO AD. any, 


n\ 

Eine ahnliche Formel 1aBt sich unter alleiniger Benutzung des hin- 
teren Differenzenquotienten ableiten. Wir schreiben g(x) in der Form 
Y = Ag + ay (% — %4) + ae (% — Xx) (x — XQ) + ag (x — %4) (% — XQ) (% — ¥-1) 

See Oy  — Xq) (4 =X) (% — X24)... (% —X%_ Ges) 
wobel %), ¥-1, ¥-2--- die vor x = x, gelegenen aAquidistanten x-Werte 
sind. Fir x =x, ist wie oben a,=~y,. Die hinteren Differenzen- 
quotienten werden 
Ay 
Ag DUT 24, (% — %y) + 3 ag (% — 4) (% — Xp) 


2. Wy (% — %4) (4 — Xp)... % — ¥_n-a)) 


A*y 
Aa® 242+ 3+ 2a3 (x — %) 
+... (n —1) an {x — 1) (% — %) ..- (4% —¥_@Ly): 


Se aerial hee ie See et Mel oGs Oe eN nee gm Ve 


PoE a= (7-11) .nisl3 > 2-ay. 
Fur x = %, ergibt sich as 
aoe ee 
x 
A? y, 
ee ==, 
A” y, ! 
Fee =! 4n 
Setzen wir nun wieder 
res ah ub 
Hearn pat Pe 
so ist pas 
y =u+1, 
Hay Kg 
Don AS 2 
Ax a2, 
fee Fee 8) a tard 


Damit erhalten wir fiir g(x) die Darstellung: 


_— 1 =< 
[y= +udy + Mee Ay, mae 


(8a) ee 2 — 1) Sn 
| Lie ee Se (u +7 LA" y,. 
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Die Bildung der hinteren Differenzen an der Stelle x = x, ergibt sich 
aus dem Schema 


: 2 ss 
Ved A yp fe" By, = V4 
Yo A A*y, ——> Ay, 
V4 Pome A 
Valionitae al At ae Ye 
A ve 


Ve 


Wahrend die aufeinanderfolgenden vorderen Differenzen auf einer 
absteigenden Geraden angeordnet sind, liegen die hinteren Differenzen 
in dem Differenzenschema auf einer ansteigenden Geraden. 


§ 35. Allgemeine Interpolationsformel I. 


Man kann noch allgemeinere und fiir das numerische Rechnen be- 
quemere Darstellungsformen gewinnen, wenn man die vorderen und 
hinteren Differenzen gleichzeitig benutzt. Fiir die Formel lassen sich 
Differenzen verwenden, die auf einem beliebigen gebrochenen Linienzug 
im Schema liegen, der von einer Differenz immer zur nachst hoheren oder 
nachst tieferen Differenz der folgenden Spalte fiihrt. Jedes Ansteigen 
bedeutet die Zunahme einer hinteren, jedes Absteigen des Linienzuges 
die einer vorderen Differenz. Dabei kommt es auf die Reihenfolge der 
vorderen und hinteren Differenzen nicht an, denn die Formeln (6) und 
(6a) zeigen, daB der hintere Differenzquotient eines vorderen gleich ist 
dem vorderen Differenzenquotient eines hinteren. 

In den Darstellungsformen (8) und (8a) sind die Differenzen mit 
Polynomen von gleichem Grade wie die Differenz multipliziert, die bei 
Benutzung vorderer Differenzen die aufeinanderfolgenden Nullstellen 
0, 1, 2... und bei Benutzung hinterer Differenzen die Nullstellen 0, 
—1, —2... besitzen. Es fragt sich, wie die Polynome aufgebaut sein 
mussen, wenn zur Darstellung beliebige Differenzen des Schemas heran- 
gezogen werden. 

Soll ein Koeffizient a, der Produktentwicklung von g(x) durch # 
vordere und g hintere Differenzen gebildet sein, soll er also die Form 
haben Pye 
h =+ ee l=p+gq, 
so muf durch #malige vordere und qmalige hintere Differenzenbildung 
aus g(x) ein Ausdruck entstehen: 

APYAY ' 

Tee = May +E aes em) to. 
Der Koeffizient @,,, und alle weiteren miissen den Faktor x — x, be- 
sitzen, damit diese Glieder fiir x = x, verschwinden. 
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Nun verschwindet aber bei der Bildung des vorderen Differenzen- 
quotienten jedesmal der Faktor mit der gréBten Nullstelle, bei der hin- 
teren Differenzenbildung der Faktor mit der kleinsten Nullstelle. In 
der urspriinglichen Entwicklung fiir g(x) mu8 demnach a,,, auBer mit 
(* — x,) noch mit # Linearfaktoren multipliziert sein, deren Nullstellen 
groBer als x, sind und mit g Linearfaktoren, deren Nullstellen kleiner 


; a ae x — % | : 
als x, sind. Fithren wir wieder er == elm, SO, érhalt’ aye, als 


Faktor ein Polynom mit den Nullstellen 


p, p—4,...2,1, 0, —1, —2,...—(¢—1), =¢. 


Wahlt man daher die Differenzen eines beliebigen gebrochenen 
Linienzuges von der oben beschriebenen Art im Differenzenschema, 
so erhalt die erste Differenz den Faktor u, und die tibrigen Differenzen 
erhalten als Faktoren Polynome, die neben der Wurzel 0 soviel positive 
und negative ganzzahlig aufeinanderfolgende Nullstellen besitzen, wie 
der jedesmal vorhergehende Koeffizient vordere und hintere Differenzen 
enthalt. AuBerdem besitzt ein Polynom yvten Grades den Divisor v! 

Wahlen wir beispielsweise die in dem nebenstehenden Schema auf 
der ausgezogenen Linie liegenden Differenzen. 


V_2 ¥5 
jf Si aes A Vo ‘ 
eAVo.. 449 a, 
- ere 1as Birth ane en Sze 
Vo A A Vo A A Vo je 
“CR Rail, NT NG Satna 
yy’ \ A297 \ APA Vo 7 . 


V2 
Da es sich hier um die Entwicklung einer ganzen rationalen Funk- 
tion an der Stelle x = x) handelt, setzen wir 


Lee Ad) 


=u 
Ax 
und erhalten die Entwicklung 
=o VW ir 1)%(u—1) 92 
(9) y= y+ ud yy + L Ady, + CHEM Ay ae 


Eine ahnliche Entwicklung ergibt sich, wenn man die Differenzen 
des punktierten Linienzuges benutzt: 


(u +1) u 


= = 1 = 41) 
(9a) y= y+ wAyy + 49" Ady, + SEO Ay, +... 


Brechen wir die Entwicklungen hinter dem ersten Gliede ab, so 
erhalten wir eine Approximation der Funktion durch eine Parallele zur 
x-Achse. Nehmen wir das zweite Glied hinzu, so ergibt sich eine Ge- 
rade, die in der Form (9) die Punkte y, und y, verbindet, in der Form 
(9a) geht sie durch die Punkte y_; und y,. Brechen wir hinter dem 
dritten Gliede ab, so ergeben beide Entwicklungen als Naherung eine 
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Parabel durch die drei Punkte y_,, y) und y,. Nimmt man die vierten 
Glieder hinzu, so trennen sich beide Entwicklungen wieder usw. 

Um eine symmetrische Entwicklung zu erhalten, bilden wir aus (9) 
und (9a) das arithmetische Mittel 


Ay, + Ay we u(u2—1) A? Ay, +AA°y 
YV=Votu a ney ees i 51 5 ~ 
2 Que a5 
tot ae AD ye 


Diese Formel ist besonders geeignet zur Berechnung von Funktions- 
werten in der Umgebung einer Stelle x =,. Die ,, Interpolationsformel (I) “‘ 
benutzt aus dem Differenzenschema die nebenstehend durch Kreise 
hervorgehobenen Differenzen. Aus den durch einen Strich verbundenen 
Differenzen ist 


© pO peae tay 
LOANLOEP OT RL 

© © © 
Vy : 


das arithmetische Mittel zu bilden. 

Bricht man die Entwicklung an einer Stelle ab, so ergibt sich eine 
Naherung fiir die entwickelte Funktion, und zwar bei einer ungeraden 
Anzahl von Gliedern dieselbe Naherung wie (9) und (9a). Bei gerader 
Anzahl von Gliedern dagegen liefert (I) das arithmetische Mittel der 
beiden aus (9) und (9a) folgenden Naherungsparabeln. 

Von der Interpolationsformel (I) machen wir Gebrauch zur Behand- 
lung des folgenden 

Beisprels: Gegeben sind die 5stelligen Logarithmen der ganzen 
Zahlen von 4 bis 10. Gesucht werden die Logarithmen fiir 6°5, 6°6 bis 7°5. 

Wir approximieren die Funktion logx durch eine ganze rationale 
Funktion sechsten Grades, die durch die sieben gegebenen Aquidistanten 
Logarithmen bestimmt ist. Fiir ihre Differenzen ergibt sich das folgende 
Schema: 


| Differenzen 
% log + 
1 2 3 4. 5 6 
4 0°60 206 
9691 
5 0°69 897 > HY 1) 
7918 550 
6 0°77 815 —1223 09, 
6695 327 108 
7 0°84 510 — 896 —115 —60 
5799 212 48 
8 0°90 309 — 684 — 67 
5145 145 
9 0°95 424 SS) 8G) 
4576 
10 1°00 000 
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Die Differenzen sind in Einheiten der fiinften Dezimale hin- 
geschrieben. Eine niitzliche Probe bei der Aufstellung des Differenzen- 


schemas ist: die Summe der 1. Differenzen ist gleich der Differenz der 


ersten und letzten Ordinate. Die Summe der 2. Differenzen ist gleich 
der Differenz der ersten und letzten 1. Differenz usw. 
Da die Funktion in der Umgebung von x = 7 berechnet wer- 


den soll, fithren wir «=x —7 ein und erhalten die Interpolations- 
formel 


y = 084540 + 0:06247 u — 000896 + 0:002 695 pies 


(ut — 1) (uw? — 4) 
120 


2 1 pall 
—0:00115 een + 000078 


u® (u® — 1) (u® — 4) 
720 


— 0°00 060 


Die zur Interpolation gebrauchten Werte der Polynome kann man 
ein fiir allemal berechnen: 


u u> u (u®— 1) u2 (w?—1) | w(u® — 1) (u*— 4) 
(O41 0°01 | —0°099 —0:0099 0°39501 
02 0°04 —0'192 —0°0384 0°760 32 
073 0-09 —0°273 —0°0819 1°067 43 
0-4 0°16 —0°336 —0°1344 1°290 24 
0°5 0°25 a OLS —0°1875 1°406 25 


Zunachst fihren wir die lineare Interpolation aus, indem wir zu 
log 7 jeweils ein Zehntel von 0°06247 addieren und subtrahieren. Daran 
sind die folgenden, in Einheiten der fiinften Dezimale geschriebenen 
Korrekturen anzubringen. 


u (u? — 1) u (u2—1) (w2—4) Summe 


—448 u® | 269°5 4 —115 78 
u positiv | vu negativ 
a ars = 4:4 0:0 +03 — 86 — 04 
=o Ae FHS 0-2 +0°5 — 25:8 ROG 
— 40°3 F 12:3 0-4 eal Gig ees 
[— 47 154 0°6 40:8 — 85:4 | —568 
—112°0 = 16:8 0-9 + 0°9 =127°0 | — 95-2 


Das letzte Glied der Entwicklung kommt fiir die sechste Dezimale 
nicht mehr in Betracht. Die lineare Interpolation liefert nun zusammen 
mit den Korrekturen: 
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el 


: Die Tafel 
x BB Korrekturen log x gibt an 

polation letzter Stelle 

Eats eee UE eee ee See ee ee eee 
6°5 0°81 38€ 5 — 95:2 0°81 291 1 
6°6 0°82011 2 — 56:8 0°81 954 4 
6°7 0°82 6359 — 28°3 0°82 608 8 
6°8 0°83 260 6 — 96 0°83 251 1 
6:9 0°83 885 3 — o4 0°83 885 5 
70 0°84 510 0:0 0°84 510 O 
Fad 0°85 1347 — 86 0°85 126 6 
7:2 0°85 7594 = PA: 0°85 734 3 
AES 0°86 3841 — §1°5 | 0°86 333 Be 
74 0°87 008 8 — 85:4 0°86 923 3 
fee) | 0°87 6335 —127°0 | 0°87 506 6 


§ 36. Allgemeine Interpolationsformel II. 

Neben die Interpolationsformel I wollen wir eine zweite stellen, 
die am besten fiig die Interpolation zwischen zwei gegebenen Funktions- 
werten zu benutzen ist. Wir stellen zunachst eine Formel auf, die die 
Differenzen langs des in dem Schema auf S. 109 gestrichelten Linienzuges 
benutzt. Sie geht aus (9a) fiir den punktierten Linienzug hervor, wenn 
man ¥, durch y, und w durch “ — 1 ersetzt: 

(9b) y=, + (1) Zy, + “SP Ady, +28 DE ty, +... 


Nun ist, wie aus dem Differenzenschema hervorgeht: 
Ay, =Ayo; AA’y, = A*Ay, usw. 
Nehmen wir aus (9) und (9b) das arithmetische Mittel, so ergibt sich daher 


u (u — 1) 
! 


4 u(u—1) AA AA. 
(10) = E+ (u— 5) dy, + AERO Aart Ady, 
See 


eine Formel, deren Symmetrie noch mehr hervortritt, wenn wir v fiir 
u — $ einfiihren: 
v?—1 AAy, + 449, 


Voss v (vy? — 1 = 
iti Shae ++ vAy,4 ai . + ny A’ Ay, 
2 4) (v2— 9) AA? A:A- 
(v Le ) iis Bites 


Die ,,Interpolationsformel (II)‘‘ benutzt die in nebenstehendem 
Schema durch Kreise hervorgehobenen Differenzen 


Vea 
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Fur die Mitte des Intervalls wird v = 0. Man erhilt aus (II) fiir 
diesen Wert die sehr bequeme Formel 


yh = Vo + Vy 1 AAyg+ Ady, 3 A Ay, et AA” y, 
2 2 8 2 128 2 
(11) 33 353 
5 A A Vo Se A A ol 
1024 oD, Ma s 


Die Polynome v? — }, v(v2 — 4) usw. kann .man wieder ein fiir 
allemal berechnen. Es ergibt sich etwa fir v= +01 und +03: 


v v—4 v(v—t) (v— 4) (w?— 2) ov (ve? — 4) (— 9) 
e014 0°24" 72- 0'024 0°5376 +0°05 376 
+03 —016 «0048 0°3456 +0710 368 . 


Damit kann man zwischen zwei gegebene Abszissen vier weitere 
Werte einschalten. Wir berechnen beispielsweise die Logarithmen von 
72,774, 76 und 7°8 unter Benutzung des Differenzenschemas auf S. 110. 
Fiihren wir v = x — 7°5 ein, so lautet Formel (II): 


y = 0874095 -- 0:05 799 — 0:00 ee 


1) (8 a)ilots 9) 


v (v2 
a deters 5 


Bill 

Fiir die vier zu berechnenden Funktionswerte wird v = + 0°14 und 
+03. Wir fiihren zunachst die lineare Interpolation aus, indem wir 
zu 0°874095 die Werte 01 -0°05799 und 0°3 - 0°05 799 addieren und 
subtrahieren. Daran sind dann wieder die folgenden, in Einheiten der 
fiinften Dezimale gemessenen Korrekturen anzubringen: 


+ 0°00 212 — 0'00091 


(v2 — 4) (v2 — 4) | Summe 
v positiv ly negativ 


+93°6 
+63°6 


+60°2 


250) | +92°0 


Die lineare Interpolation liefert zusammen mit den Korrekturen: 


Lineare Inter- = Die Tafel 
x : Korrekturen log * gibt an 
polaion letzter Stelle 
oP 0°85 669 8 +63°6 0°85 733 3 
74 0°86 829 6 | +93°6 0°86 923 5 
76 0°87 989 4 | +92°0 0°88 081 1 
7°8 0°89 149 2 +60°2 0°89 209 9 


Die Approximation der Funktion log « geschieht in diesem Beispiel 
durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades. Auf die Berechnung 
des bei der Approximation entstehenden Fehlers gehen wir spater ein. 


Runge-Kénig, Vorlesungen. 8 
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Man erkennt ohne weiteres, daB sich die Genauigkeit nicht beliebig weit 
treiben 14Bt. Man miiBte immer mehr Glieder der Interpolationsformel 
benutzen, deren Werte aber von einer bestimmten Stelle an wieder 
wachsen, denn in die héheren Differenzen spielt log 0 = — oo hinein. 
Man nennt solche Annaherungen, die bis zu einer bestimmten Stelle 
immer besser, nachher aber immer schlechter werden, semikonvergente 
Annaherungen, die zugehérigen Reihen semtkonvergente Reihen. 


§ 37. Uber die Genauigkeit der Interpolationsformeln. 


Stimmt eine ganze rationale Funktion g(u) vom nten Grade mit 
einer Funktion f(w) an n +1 beliebigen Stellen u), “,...M%m tberein, 
und ist die »+41te Ableitung von f(u) fir alle in Betracht kom- 
menden Werte dieser Veranderlichen stetig, so gilt fiir die Abwei- 
chung /(u) — g(u) die Formel 


f@* (aw) v9 be: 
f (ue) — g(t) =o (we — my) (4 — ty). (4 — thy) 


wo eine Zahl bedeutet, die zwischen dem algebraisch groé8ten und 
kleinsten Werte der GréBen u, up, y...Un liegt. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der Betrachtung des Aus- 
drucks (z), definiert durch 

y (z) = f(z) — g(z) — R(z — up) (2 — 4)... «(2 — Up) , 
wo die GréBe R durch die Gleichung 
f(u) — g(u) = R (u — uy) (U — m4)... (U — Uy) 
definiert sein soll. 

Wir betrachten 4, uw), “,...U%n Voneinander verschieden und fest 
gegeben, wahrend z veranderlich sein soll. Die » + 1te Ableitung von 
p (2) ist gleich /*+(z) —R(m +1)! und ist nach Voraussetzung eine 
stetige Funktion von z, und damit sind alle niedrigeren Ableitungen 
ebenfalls stetige Funktionen von z. 9 (z) verschwindet an den n +-2 
Stellen z= 4, U%, %...u%,.  Mithin verschwindet q’(z) an n+ 14 
Stellen, die zwischen der algebraisch gréBten und kleinsten dieser 
GréBen liegen, und folglich m”(z) an Stellen, y’”’(z) an n — 1 Stellen, 
p+ (z) an einer Stelle, die zwischen der algebraisch gréBten und 
kleinsten liegt. Bezeichnen wir diese Stelle mit @, so ist also 


FEO) Rn eA) 
und damit 


f+ () 
f(u) — g(u) = ay! (4 — Up (4 — tty)... (U — Uy) . 


Die ersten n Glieder der Newtonschen Interpolationsformel liefern 
eine ganze rationale Funktion ten Grades g(u), die mit der Funktion 
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y ==} (u) an den Stellen u = 0, 1, 2... iibereinstimmt. Mithin ist der 
Fehler, mit dem g(u) sich der Funktion f(u) annahert, gleich: 

as, ' 4a f°+” (w) 
Nimmt man u zwischen 0 und 7 an, so liegt auch w zwischen 0 und ». 


Die ersten 2 + 1 Glieder der Interpolationsformel (I) liefern eine ganze 
Funktion 2 ten Grades: 


u(u—1)...(4—n). 


A A 2p ee 
&(u) = Yo+ u as “0 4S AAyy +... 
u (u? — 1)... (uw? — (n — 1)?) Wi 
0 2n! A" A Yo> 


die an den 2m + 1 Stellen 0, © 1...-t ” mit y = f(u) iibereinstimmt. 
Der Fehler, mit dem sie f(u) darstellt, ist also 
he eS feanty (cw) 
fu) — g(u) =F 
wo zwischen —n und +” liegt, wenn auch u in diesem Intervall 
angenommen wird. 
Die ersten 2” + 2 Glieder der Interpolationsformel (II) liefern eine 
ganze Funktion 2m” + iten Grades g(v) 


a — 4) TEREST ES 


u(u*—1)...(u®?—n?), 


o(v) = My sie Sk me. 


g + vAy + +.. 
v(v?— 4)... pe at - n+17q 
+ (2n +14)! A A” Yo> 
die an den 2” + 2 Stellen v=+4,...2 ae oder, was dasselbe 
ist, w= —n,...,n+1 mit y=f(} + v) tibereinstimmt. Mithin ist 


der Fehler, mit dem sie die Funktion darstellt: 


f2"+2 (w) 2 | . (2n allay 
‘@n +2)! (v?— 4)... |v ree cael 
wobei @ zwischen —»” und -+ 1 liegt, wenn v zwischen ne : 


as 


und -+———— angenommen wird. 


Ist das ean h klein genug angenommen, so kann bei der Ab- 
schatzung des Fehlers die Ableitung von f mit ausreichender Genauigkeit 
durch eine Differenz von derselben Ordnung ersetzt werden, so daB 
man die GréBenordnung des Fehlers aus dem Differenzenschema ge- 
winnt, ohne daB es notig ist, die Differentiation durchzufiihren. 


§ 38. Partialbruchzerlegung. 

Eine wichtige Anwendung der Division zweier ganzer rationaler 
Funktionen wird bei der Partialbruchzerlegung gemacht, die in der 
Integralrechnung eine groBe Rolle spielt, da sie es gestattet, den 

8* 
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Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen (auf den sich bekannt- 
lich jede rationale Funktion zuriickfiihren 14Bt) in eine Reihe einfacher 
Ausdriicke zu zerlegen. 

f (*) 
g (*) 
mal die Nullstelle x, usw., so wird in der Algebra gezeigt, daB sich stets 
und nur auf eine Weise die Zerlegung herbeifiihren 1aBt: 


Hat in dem Quotienten der Nenner Amal die Nullstelle x,, 


f (*) — Oy + Xs ci Oo 
E@n Cm mt 7) lie ea 
By Bs Bu 
Se erat ope %— Xe 
FEA ee PO Oo Fo sheds oe a + y(x). 


Die Koeffizienten «;, fj usw. ergeben sich aus den Koeffizienten 
der beiden ganzen rationalen Funktionen f(x) und g(x), die ganze ratio- 
nale Funktion y (x) tritt nur auf, wenn f(x) von gleichem oder gréBerem 
Grade ist als g(x). Um y(x) zu bestimmen, dividiert man zunachst / 
durch g, und setzt die Division solange fort, als im Quotienten keine 
negativen Potenzen auftreten. Der Rest sei an dieser Stelle h(x), dann 
hat man die Zerlegung gewonnen 

f(*) __ 
g(x) g (+) 
in der h von geringerem Grade ist als g. 

Um die Koeffizienten «; zu berechnen, geht man am bequemsten 
so vor, daB man g(x) und A(x) mittels des Hornerschen Schemas nach 
Potenzen von x — x, = p entwickelt. Man erhalt 


h(x) =a, +ap+a,p?+..., 
g(x) = p (bo +d, Pp + Of? +...) 
a by p* + 0, p'*1+4 db, pt? + ee 


Wir fiihren nun die Division aus, bis der Rest mit der Aten Potenz 
von # beginnt: : 


> 


Vey Ce a eee) 1 2 a ee ee 
bo by, bg... | My a ay Fac Sky ay 
by By bo 
a ag 
a —b, — 2b... 
nO” Hye laty es 
1, (*) = a a 
a, 
a —0O 
1 bo 5d 
1, (x) = ay 


14 (x) = a) 


§ 38. Partialbruchzerlegung. plhitia7: 


Im Quotienten sind dabei die negativen Potenzen von bis zur — 1 ten 
einschlieBlich aufgetreten. Bezeichnen wir ihre Koeffizienten # : a ; 
mit &,, %)..., so ergibt sich abet 
A(w)y _ 
fe) eee pa 


Da 7, (pf) und g() mit der Aten eae von p beginnen, schreiben wir 
ri(p) = p'hy(%), —-g(b) = pg, (x) 


und erhalten 


h (x) mS Oy Os a4 
Zo Wy esr oo, A 


Aut” = kénnte man dasselbe Verfahren anwenden. g, (x) enthalt 


die Wurzel x, nicht mehr. Man miiBte jetzt nach x — x, = g entwickeln. 
Bequemer ist es jedoch, und wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit muB 
es zum gleichen Resultat fiihren, wenn man bei der Entwicklung nach 


Potenzen von g wieder von dem Quotienten z ausgeht. Man braucht 


dann die Funktion h, (~) nicht zu kennen, und das hat den Vorteil, daB 
man die Entwicklungen von g(x) und A(x), aus denen die Koeffizienten 
X1%,... berechnet werden, nur bis zu den ersten / Koeffizienten durch- 
zufiihren braucht. 

Entsprechend braucht man zur Berechnung von f,, 3... nur 
die ersten  Koeffizienten der Entwicklungen von g(x) und A(x) nach 
Potenzen von qg usw. 

Sind etwa alle Wurzeln des Nenners einfache Wurzeln, so braucht 
man in den Entwicklungen 


h(x) = a + a, (% —%)+..., 
& (x) = (% — %) [9 + 0, (v — %4) + ..-] 
jedesmal nur den ersten Koeffizienten zu kennen, denn 
ay 1 
by Hy 
ist der betreffende Partialbruch, der zur Wurzel x, gehdrt. 
Nun ist @ = /(x,) und }) = (22) fiir x =x,. Es ergibt sich somit 
die einfache Partialbruchzerlegung 
h(%) h (#3) 1 h (%s) 1 
g (¥) = 6) (%4) ¥ — ¥y 8’ (%2) *¥ — Xe 


Beispiel: Es ist die Funktion 


in Partialbriiche zu zerlegen. 
Die Wurzeln des Nenners sind 0, 1, 2, 3. Der Zahler hat standig 
den Wert 1. Da der Zahler von geringerem Grade als der Nenner ist, 


\ 
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tritt bei der Zerlegung keine ganze rationale Funktion auf. Der Diffe- 
rentialquotient des Nenners 
g (%) = (% — 1) (» — 2) (* — 3) + % (* — 2) & — 3) 
p wie ~ 1) (ev — 3) tee (x = 1) (== 2) 


ergibt fiir die vier Wurzeln 


g (0) === 6, MON see 
path ca 24. 2 (3) ne 0: 
Somit erhalten wir die Zerlegung 
1 ty 4 eee Becks 4 
ralig— tle 2) (ye 3) nO oe Sp pace (ogee ae CG aaa 
Zur Probe wahlen wir fiir x einen Spezialwert, z.B. x =—41. 


Dann wird einerseits 4 1 


und andererseits ebenso 


1 fi 1 ee 
cl ei oe Sea 


Die Betrachtungen kénnen genau so durchgefiihrt werden, wenn 
der Nenner komplexe Nullstellen hat. Wir betrachten als 
Beispiel: Die Zerlegung der Funktion 


1 

Eine ganze rationale Funktion tritt auch hier nicht auf. Der Nenner 
hat die beiden Doppelwurzeln +7 und —7. 

g(x) = (1 +22) = (x — 0)? (x +a). 

Da die beiden Wurzeln konjugiert komplex sind, braucht die Rech- 
nung nur fiir die eine durchgefiihrt zu werden, fiir die andere gelten die 
konjugierten Werte. 

Fiir die Wurzel x = 7 muB g(x) nach Potenzen von x — 7 entwickelt 
werden. Von dieser Entwicklung brauchen wir nur die beiden ersten 
Koeffizienten, da 7 eine zweifache Wurzel von g ist. 


(x +4)? = [(x —i) +272 =—444i(n—a) 4+... 


Wir dividieren nun 


(1 + ¥2)2 4 (x —1)2 FNS ria 5 OM Cie SC) a a, fons al 
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Die beiden letzten Partialbriiche bilden einfach die konjugiert kom- 
plexen Werte zu den beiden ersten. 

Anmerkung: Die soeben fiir die Partialbruchzerlegung bei lauter 
einfachen Nullstellen aufgestellte Formel 


ae f(#) 4 
g (#) >; B(%y)  ¥— Xp” 


wenn / von geringerem Grade als g ist, tritt haufig in etwas anderer 
Gestalt auf. Wir multiplizieren mit g(x) und bezeichnen die ganzen 


rationalen Funktionen fe. mit g, (x): 
(12) fe) = Die) Se. 


Diese sog. ,,Lagrangesche Interpolationsformel“ gestattet es, eine 
ganze rationale Funktion ten Grades f(x) aus an den +1 Stellen 
x, gegebenen Funktionswerten /(x%,) zu bilden. Dabei ist g(x) eine 
ganze rationale Funktion (7 + 1)ten Grades, namlich das Produkt 
samtlicher Linearfaktoren (7% — x,). 

Die Formel wird vielfach zur Ableitung von Theoremen verwandt, 
ist aber zur numerischen Interpolation ungeeignet. 
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Eine andere Anwendung der Division zweier ganzer rationaler 
Funktionen ergibt sich bei der Kettenbruchentwicklung. 

Bekannt ist das schon von Euvklid angegebene Verfahren zur Auf- 
findung des groBten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen. gy und g, 
seien zwei ganze Zahlen, und zwar gy > g,-. Man dividiert zunachst 
g) durch g,, bis sich ein Rest g, < g, ergibt, 


So = 181 + &e- 


Jeder Teiler von g, und g, mu auch ein Teiler von g, sein. Es bleibt 
also nur tbrig, den gré8ten gemeinschaftlichen Teiler von g, und gy, 
zu suchen. Wir dividieren jetzt g, durch g, und erhalten den Rest 


83 < 82 


So fahren wir fort 


&1 = 7282+ 83- 
82 = 7383 + 8a 
(13) 2n-1 = Inbn + bnt1- 


Jede der Zahlen g, ist kleiner als die vorhergehenden. Ergibt sich 
schlieBlich g,,, =0, so ist g, der gesuchte gréBte gemeinschaftliche 
Teiler. Ist g, =1, so nennt man bekanntlich die beiden Zahlen gy 
und g, teilerfremd. 
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Die aufeinanderfolgenden Quotienten gq, sind alle positiv und =>1. 


Sie gestatten die Darstellung der Quotienten - und - durch einen 


Kettenbruch. Es ist 


und weiter ; 2 
toe b3 
fo ar G2” 
ba __ &4 
&3 sr 83" 
En = 0 
fe eee 
Zusammenfassend ergibt sich 
g 4 
(14) 9 p—t 
: J2 + 
Ia + 
+ — 
Entsprechend findet man : 
1 
as fat 
Ge 
a+ 
o 93 + 
Brig! 
ok — 
In 


Die Zahlenreihe q,q...g, kénnen wir dazu benutzen, um mittels 
der ,,Rekursionsformel* 


(16) Py Uti g ayo doe 


eine neue Zahlenreihe P,P,...P,, abzuleiten. Die Zahlen P, sind be- 
stimmt, sobald tiber die Werte zweier von ihnen verfiigt worden ist. 
Wir wahlen als Ausgangswerte P_;=0 und P, =1 und bemerken 
zunachst, daB die Zahlen P, mit wachsendem Index standig zunehmen. 
Ist g, = 1, So beginnt diese Zunahme allerdings erst mit der Zahl P,. 

Entsprechend wollen wir eine zweite Zahlenreihe Q, ableiten mit 
Hilfe der gleichen Rekursionsformel 


(17) Q, = qv Qr-1 + Or-3- 


Als Ausgangswerte wahlen wir Q) = 0 und Q, = 1. Auch hier nehmen 
die Zahlen Q, standig zu, und zwar beginnt die Zunahme spatestens 
mit Q,. 

Die beiden neuen Zahlenreihen P, und Q, kénnen nun dazu benutzt 
werden, um die beiden Zahlen g, und g, durch beliebige Reste g, und 
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841 auszudriicken. Es 148t sich namlich leicht durch vollstandige In- 
duktion zeigen, daB 


(18) So = Probe + Pos Brat 
und 
(19) 81 = Ove» + Qr-1 Brot 
ist. 


Die Formeln sind zunachst richtig fir » = 1, denn es ergibt sich, 
dammach (16)) 2g, ist: 


So = P18 + Poge = 9181 + be und £1 = Q181 + Qo 82 = &1- 
Angenommen ferner, sie waren erwiesen fiir » = p — 1: 
80 = Pp-18p-1 + Pp-2 8 
= Qp-18p-1 “3 Qp-2 8p» 


so braucht man nur aus (13) gp-1 = p&p + gp+i einzusetzen, um die 
entsprechenden Formeln fiir den Index # mit Hilfe von (16) und (47) 
zu erhalten: 


ty) (Gp Po 21 =r ees) on ae ee eeken et sy Peep ef Tp Spat 


und 


und 
£1 = (Fp Qp-1 + Qp-s) Bp + Op -1 8p 41 = Op &p + Op-18p41- 


Die Zahlen P, und Q, stehen in einer bemerkenswerten Beziehung 
zueinander. Eliminiert man namlich aus (16) und (17) g,, so ergibt sich 


Ey Opey Pet = Pet Ops —— Ly 29 Oye) 


Rechts steht bis aufs Vorzeichen dieselbe Determinante wie links, nur 
fiir einen um eine Einheit verminderten Index. Daraus folgt, daB diese 
Determinante fiir wachsenden Index stets denselben absoluten Wert hat, 
wahrend das Vorzeichen standig zwischen + und — schwankt. Nun 


ist aber 
Pi Ot 60m tl 
Daher ergibt sich 
(20) yet eC at) 
Aus (20) erkennt man sogleich, daB die Zahlen P, und Q, stets 


teilerfremd sein miissen, denn jeder gemeinsame Teiler miiBte auch in 
+44 enthalten sein. Ferner ergibt sich nach Division durch Q,Q,_,: 

Pe Ly aly 

Qr — Qr-1 Or Qv-a 


Daraus folgt, da8 die Briiche Py abwechselnd groBer und kleiner 


(21) 


sind als die jedesmal vorhergehenden, und daB ihre Unterschiede mit 
wachsendem » standig abnehmen. Sie nahern sich einem bestimmten 
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Werte, namlich dem Quotienten ee Denn es folgt aus (48) und (19) 


80 an Py gy + Py _18v44 % (Py Qv 1 — Pv_1Qy) + Svan 
&. Qv Ov + Qv_18v41 =D (Qv gv + Qv_18v41) Q» 
und aus (19) und (20) 
fy) Py (—1)” | Sv4a 
2) ROS i Os 


Da mit wachsendem v die Zahlen g abnehmen, wahrend Q wachst, 
so verkleinert sich diese Differenz absolut genommen standig. Fur 


v =m verschwindet gn,1, und der Quotient 7 fallt mit dem Naherungs- 


wert a zusammen, Fiir geraden Index ist der Naherungswert groBer, 
fiir ungeraden kleiner als = 
Analoge Resultate ergeben sich fiir den reziproken Wert. Aus (20) 


folgt zunachst 
; Qy_4 Qy (4 
(23) Pr Pra PeiPrde 


und weiter aus (18), (19) und (20) 
Sin f Qy — Qv ev + Qv-1 Br 41 Oy (Py Qv 1 — Pv» _1Qv) Sv 41 


BG Py Prgy t+ Poiiv41 Pv (Po gv + Py_1 841) Pr 
(SU gras 
fo P, ° 


(24) 


Das Merkwiirdige ist nun, daB die Naherungswerte die besten sind, 


die sich aus Zahlen von hochstens ihrer GréBe fiir den Bruch © finden 


lassen. a 
Fur geraden Index »y ist namlich 
eA Deh edi 
Q, iS Onis? 
fiir ungeraden dagegen 
P, a 80 = Py_, 
Q 81 Qv_4 
Angenommen nun, es gabe einen Bruch —, der naher an A liegt als 
Py a 
Oe’ obgleich 6 < Q, ist, so ware im im Oe Falle 
12% 2 a S IES 
‘ ‘ Qy" Bb” Qvu4 
und im zweiten 
i> rad & at Pons 
v b Qn _4 
Im ersten Falle folgt daraus nach (21) 
a Be Py eee 1 
Ove = ny a 
im zweiten Pret, OU ee tes eee ees 
Py Py _ y 
O< got f<fo_s 


Ores Oye Oy a Os OF 
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Multipliziert man nun die Ungleichungen mit 6Q,_, und beriicksichtigt 
(20), so ergibt sich 


G227 0, bP ty 

QO» 

und : 
Ong ay — (AO <@, EN 


da 6 < Q, vorausgesetzt wurde. Darin steckt aber, da a, b, Pye uind 
Q,-, ganze Zahlen sein sollen, ein Widerspruch. 0 


Entsprechend 1a8t-sich schlieBen, daB der Bruch SF den besten 


Naherungswert fiir *1 darstellt, der sich aus Zahlen von héchstens dieser 
GréBe bilden 1aBt. *" 

Die Kettenbruchentwicklung laBt sich dazu benutzen, um den Quo- 
tienten zweier Zahlen naherungsweise durch Quotienten kleinerer 
Zahlen darzustellen. 


cae 823 
Beispiel: Den Bruch 250 


Wir bilden zunachst durch Division schrittweise 


durch Naherungsbrtiche darzustellen. 


Die beiden Zahlen sind teilerfremd. Es ergibt sich fiir g, und q, und die 
aus ihnen gebildeten Zahlen P, und Q,: 


Us gv Ch Py Qy 
(0) 823 ee 1 0) 
1 250 3 3 1 
2 73 8 10 3 
3 3! 2a 23 7 
4 11 2 See Okt? 
5 ) 1 79 24 
6 2 4 372 113 
7 1 2 823 250 
JE 
Der Fehler der genaherten Darstellung durch den Bruch 0. ist 


: 1 gy cy ioe 2 H 
nach (22) absolut genommen gleich = at , also beispielsweise ftir 
Atal 68 


1 | 8 js NET ct aE alma GR Ns nag 6 A 
be On as 17. 250, 17.800 ~ 250-1000" 


3 6 
Der Bruch a kann demnach durch den Bruch < dargestellt werden, 


wenn es auf Fehler unter 19/)) nicht ankommt. 
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Handelt es sich nur um eine obere Grenze fiir den Fehler, so kann 
man bequemer nach (21) rechnen. Die Differenz zweier Naherungswerte 


Py und 2+t ist gleich ‘| pa 2+! naher an dem wahren 
Qy Oveas Qv41Qv Qv44 
Werte liegt als e , so ist der Fehler von z sicher kleiner als 
WA 4 4 (/ 
QW Ore. OF 


§ 40. Approximation einer beliebigen Zahl durch eine 
Kettenbruchentwicklung. 


Es bleibt noch zu bemerken, daB gy und g, nicht notwendig ganze 
Zahlen zu sein brauchen. Sind es zwei beliebige Zahlenwerte, die kein 
rationales Verhiltnis besitzen, so wiirde zwar die Kettenbruchentwick- 
lung niemals abbrechen, der Schlu8 iiber die Naherungen bliebe jedoch 
bestehen. Haben jedoch zwei unendliche Dezimalbriiche ein rationales 


Verhaltnis, so bricht die Kette einmal ab, und man erhalt das Verhaltnis © 
durch zwei ganze Zahlen dargestellt. : 

Man kann auf diesem Wege untersuchen, ob zwei physikalisch 
gegebene GroBen in rationalem Verhdlinis stehen; eine Frage, die in der 
Physik haufig eine Rolle spielt. Eine sichere Entscheidung l4Bt sich 
nattirlich niemals treffen, da fiir den Wert solcher GréBen stets nur ein 
gewisses (groBeres oder kleineres) Intervall angegeben werden kann. 
Es hat jedoch einen Sinn, nach dem Verhialtnis zweier ganzer Zahlen 
zu suchen, die innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler das Ver- 
haltnis zweier physikalisch bestimmter GréBen wiedergeben. 

Stehen die GroBen gy und g, in rationalem Verhiltnis, so bricht die 
Kettenbruchentwicklung an einer Stelle ab, der Rest g,., verschwindet. 
Da aber gy und g, mit Beobachtungsfehlern behaftet sind, so wird g,., 
nicht genau gleich Null sein. Es fragt sich, wie stark g,,, durch die 
Fehler von gy und g, beeinfluBt werden kann. 

Aus (48) und (49) ergibt die Elimination von g, unter Beriicksich- 
tigung von (20) 

(25) (— 1)" 2n+1 = 81 Pn — £0Qn- 
Bezeichnet das Vorsetzen eines 6 den absoluten Betrag des Fehlers der 
betreffenden GréBe, so wird 


8 gn+1 = Prd, + Qnd8- 
Wir konnen daher die Kettenbruchentwicklung abbrechen, sobald sich 
ein Rest ergibt, der kleiner als dieser Fehler ist. z gibt das gesuchte 
Verhaltnis. ; 
Die Vermutung, daB die beiden physikalischen GréBen tatsdchlich in 


rationalem Verhaltnis stehen, wird um so mehr Wahrscheinlichkeit be- 
sitzen, je kleiner der Beobachtungsfehler von g,/g, im Verhaltnis zu Q; 7 ist. 
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Beispiel: Von vier Linien des Wasserstoffs, je einer im Rot, Griin, 
Blau und Violett des Spektrums, sind die Wellenlangen mit einer Ge- 
nauigkeit von rund 0°03 -10>% cm gemessen worden: 


A, = 6563°04- 10-8 cm 


dy = 4861°49 
ds = 4340-66 
dy = 4101°90. 


Entwickelt man die Verhaltnisse 4,:A,, 4,:4, und 45:4; nach 
dem Kettenbruchverfahren, so ergibt sich: 


q ie Q 

Ay: 4. = 6563°04 3486149 4 1 4 
1701°55 1458°39 2 3 2 

243°16 242°59 1 4 3 

0°57 Bin eee ly; 

127) 20 

Ag: ds = 4 861°49 : 4 340°66 1 4 


520°83 174°02 
172°79 1°23 


4 
8 9 8 
DO) 6417 
(ms, 925 

Ag: hg = 4340°66:4101°90 4 94° 4 
7 
5 
1 
1 


2387641 14°30 17" 18,17 
23°86 42:98 91 86 
474 19:42 109 103 
200 189 
Die Rechnung ist jedesmal abgebrochen worden, wenn (P + Q) - 0°03 
groBer wurde als der entstehende Rest. Innerhalb der Genauigkeit 
der Wellenlangen werden demnach die Verhaltnisse dargestellt durch 
die Briiche Ay 27 hs 28 ae oe 200 
PREEe Teel A ee 8 
ie Spake Falle betragt der folgende Quotient 428, daher wird ; 


durch 5 ae Z viel genauer dargestellt als man es der Gro8e des Nenners a 
anaes sollte. Ahnlich verhalt es sich im zweiten Falle. Diese un- 


A A 
gewohnliche Genauigkeit pales za der Vermutung, daB F und i, 
“2 


_ 


rational sind, wahrend sich = nicht schlagend als rational erweist. 


Fir die Verhaltnisse ies Syelenianeed hat Balmer eine gemein- 
schaftliche Formel aufgestellt. Betrachten wir die reziproken Werte 
der Wellenlangen, so wird 


Set ete len 27 489" 8 

ee eet 90) 1285 225 
Bie o4,” 932 
— 36° 64° 100° 144 


a 
-_) = 
O|— 
a 
es 
i= 
a| = 
Se 
SS 
i= 
[Ses 
Ur} 

——— 
— 
|i 
Ww 

QV 
Seems 
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Die reziproken Wellenlangen lassen sich also aus der Formel 
1 1 
SR) AsO) 


herleiten, die auch fiir hdhere Werte von  bestatigt worden ist. RF ist 
die sog. Rydberg sche Konstante. 

SchlieBlich kann man auch unendliche Dezimalbriiche auf diesem 
Wege durch rationale Zahlen annahern. 

Beispiel: Die Zahl a durch das Verhaltnis zweier ganzer Zahlen 
méglichst gut darzustellen. 

Wir beginnen mit g, = 2, g, =1. Fiir die Rechnung mu8 der unend- 
liche Dezimalbruch an einer Stelle abgebrochen werden. Die Annaherung 
kann natiirlich nur so weit getrieben werden, wie die Reste gréBer bleiben, 
als der durch das Abbrechen des Dezimalbruchs entstehende Fehler: 


q ie Q 
a: 41 = 314159265 : 1:00000000 3 3 4 
14159265 885 145 7 22 7 
5 309 815 3055 15 333 106 
882090 1 355 113 
271090 288 
26650 
2210 


Wir erhalten fiir a die aufeinanderfolgenden Naherungen 
“B22 333.5355 
1 


706 1135 
Die Fehler der drei letzten Naherungsbriiche sind nach (22) rund 
1 lage 1 
790 1200000 37000.000 * 


Die Genauigkeit des Bruches 7 ist merkwiirdig groB, es ergibt 
sich erst in der siebenten Dezimale eine Abweichung. Ware 2 eine physi- 
kalisch bestimmte GréBe, so konnte man hier leicht zu der irrtiimlichen 
Vermutung gefiihrt werden, daB 2 tatsachlich gleich dem Quotienten 


der beiden verhaltnismaBig kleinen Zahlen 355 und 143 ist. 


§ 41. Kettenbruchentwicklung rationaler Funktionen. 
Die Kettenbruchentwicklung la8t sich nun so, wie wir sie an festen 
Zahlen kennen gelernt haben, auf ganze rationale Funktionen ausdehnen. 
Wir gehen von zwei ganzen rationalen Funktionen g, (x) und g, (x) aus. 
Der Grad von gy sei gréBer oder mindestens gleich dem von g,. Durch 
aufeinanderfolgende Divisionen bilden wir 
£9 = Gi br cin ba5 
81 = 9282 + 83; 


&n-1 = Yn Bn a Sn+1- 
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Die Reste go, g3... sind ebenfalls ganze rationale Funktionen, deren 
Grad sich standig vermindert. SchlieBlich wird gy,1=0. gp ist der 
groBte gemeinschaftliche Teiler der beiden Funktionen; ist g, eine Kon- 
stante, so heiBen die Funktionen teilerfremd. 

Die Quotienten g,, g,... sind auch ganze rationale Funktionen. 
Aus ihnen bilden wir nach (16) und (17) ganze rationale Funktionen 
P, und Q,, fiir die die gleichen Beziehungen wie friiher gelten: 


(18) Cee Beta Le Voy 19 
(19) 1 = QO, gy =E Ove? Ov+1 ’ 
(20) P5Op-t — hy -1 9; = 


Wie wir friither die Kettenbruchentwicklung nicht auf ganze Zahlen 
zu beschranken brauchten, so ist es auch jetzt nicht notwendig, bei ganzen 
rationalen Funktionen stehenzubleiben. Den unendlichen Dezimal- 
briichen entsprechen jetzt nach negativen Exponenten fortschreitende 
Potenzreihen 

So = An x" + any x" t+ ...a,xt+a,ta_yx 1+a_ gu? +...m<an’ 
und 


£4 = On X™ + Oy x” 14+... +b) + 56_1471 + box 74+. 


Die drei Gleichungen (48), (49) und (20) bleiben auch jetzt erhalten. 
Insbesondere gilt auch jetzt noch 


So Py Cae gra: 
2) BO ye HEED, 
( ) 81 Oy 81 Qy 
Die Divisionen sind natiirlich auch jetzt nur so weit auszufithren, als in 
den Quotienten g,, g.... keine negativen Potenzen von x auftreten. 


Py g 
— kann man wieder in gewissem Sinne als Naherung des Quotienten = 


en. Auf der rechten Seite steht der ,,Fehler‘, der jetzt eine 
Funktion von x ist. Wir wollen die GréBe dieses Fehlers naher unter- 


suchen. 
Der gréBte positive Exponent in gy sei m. Die Quotienten gq, qo... 


-seien vom Grade 4,, 4... Dann ist der gré8te Exponent von g, 
gleich n — «,, der von g, gleich n — &, — &, usw., der von g,+1 gleich 
N — O, — OX — ... — Sy — &, 41. Wir bilden nun nach (17) die ganzen 


Funktionen Q, mit den Ausgangswerten Q) = 0 und Q,; = 1. Es wird 
der Grad von Q, gleich 0, 


” ” ” QO, ” Xo, 
” ”? ” QO, ”) Xo —- Xs, 
” ” ” Q, ” Xo + Xs + cee Xy . 


Alle «; mit Ausnahme von «&, sind mindestens gleich 1. 
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Entwickeln wir die rechte Seite von (22) nach fallenden Potenzen 
von x, so beginnt die Entwicklung mit 


YN (Ht Mate. toy toy 4 1) - (N- a+ O%+Ast.--%y) se 4 2 (Hat Oat oe hy) — Oy 47 7 


also mit einer Potenz von x, deren negativer Exponent mehr als doppelt 
so groB ist wie der Grad von Q,. Es miissen sich also alle algebraisch 


z. fortheben. 
ay v 

Dieser Naherungswert ist in dem Sinne der beste, der sich fiir “4 
angeben laBt, als es keinen anderen Quotienten a zweier ganzer ratio- 


naler Funktionen gibt, bei dem sich mehr Potenzen von x gegen Glieder 


héheren Potenzen in s und dem ,,Ndaherungsbruch*‘ 


im - wegheben, wenn 6b(x) von gleichem Grade wie Q, (x) ist. 


: oe . Py a . . 
Denn es miiBten ja sonst 6 und ; in der Potenz mitdem 


Q» 
Exponenten — 2(% + 0%,-+...,) — %41 voneinander abweichen. 
Es miiBte die Entwicklung ihrer Differenz mit dieser Potenz beginnen: 
Py a(%) —2 (GetO%st...4,) — a 
Der nee os (“te v) ~ +1, 


Darin steckt ein Widerspruch, denn multiplizieren wir mit 
Q, +(x), so beginnt die rechte Seite, da beide Funktionen vom Grade 
Xo + a%3+...a&, sind, mit *~%+1; 


Py 20k) Ona X= Gyan ek, 


Links steht aber eine ganze rationale Funktion, die keine negative Potenz 
enthalten kann. 

Ein Beispiel biidet die Gaufsche Entwicklung des Logarithmus. 
Die beiden Potenzreihen 


of 3 A 
log (1-2) =*x->+5-7+4..., 
2 
log (1 — x) = —x — 4 — = : 


konvergieren fiir |x| <1. Durch Subtraktion finden wir 


Ame es x 5 
r hem, une PRE, gie ee 


1 
—lo 
3 +08 
: 4 
oder, wenn wir x durch — ersetzen, 
x 


w+41 


x —1 


1 nel eee. Lee 
3 log S55 Dheehc i amare Pe etn 
eine Reihe, die fiir |x| > 41 konvergiert. 


Setzen wir 
S&=1, 
& = xt tex -F+tig-54 
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“ EA : in einen Kettenbruch entwickeln. Die auf- 


einanderfolgenden Divisionen ergeben: 


“6 oie fi 
so k6nnen wir es log 


-7 
qu 26) 0 0) 1 Ss = 
eeesoos 32). — aes) 5 i 
1 1 1 Ss 3 22.4! 
leat OTA aes pe Sud 72 ro 1 
ie 2 ie Alas 24.2! 
Rake i Oswalt. Seo eo tl tes 
| Lop aBe 3:5 =( NOoDo® Nees 
Jer Orants 2! Pa@ewtlodg ~ j agog 


Als Nenner des Kettenbruchs ergeben sich die Quotienten 


W=*, qs = — 3%), 
12 22 
93 = ja 8 Gas raaa TH ; 
: 42. 32 22.42 
Laie Ce rere Cam par Aa 


Man erkennt das allgemeine Bildungsgesetz 


M2 42 een (2s) ” 
Gon = al awa ie ee 


G2n+1 = 22.42... (an)? -(4n -41)%. 


§ 42. Aufgaben zum 4. Kapitel. 
4. Die reelle Wurzel der Gleichung 
#5 % — 7 =0 
ist auf fiinf Dezimalen zu berechnen. 
2. Die ganze rationale Funktion y = x* ist nach Polynomen 


sop x(x — 1), x(x —1)(x* +1), x(x — 1) (% +1) (% — 2) 
und nach Polynomen 

%, w«(%-+1), «(%+1)@—1), x (~% +1) (% — 1) (% + 2) 
zu entwickeln. 

3. Die Funktion y = sin ist mittels der Funktionswerte 


sin 0°=0 

sin 18° = 4 (y5 — 1) 
sin 30° = $ 

sin 45°= 47/2 


sin 54°= 4£(/5 +1) 


Runge-Kénig, Vorlesungen. 9 
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durch eine ganze rationale Funktion vierten Grades zu approximieren. 
Damit sind die Funktionswerte fiir 10°, 20°, 30°, 40°, 50° auf fiinf 
Dezimalen zu berechnen. (J/5 = 2°2360680, V2 = 1°414 2136). 
4. Mit Hilfe der folgenden Logarithmen 
log 28 = 1°4471 5803 
log 29 = 1°4623 9800 
log 30 = 1°4771 2125 
log 31 = 174913 6169 
log 32 = 1°5051 4998 
log 33 = 1°5185 1394 
log 34 = 1°5314 7892 
ist log a auf acht Dezimalen zu berechnen. 
5. Aus den natiirlichen Logarithmen 


log 192 = 5°2574954 
log 196 = 5°278 1147 
log 200 = 5°298 3174 
log 204 = 5°318 1200 
log 208 = 5°3375384 
sind die natiirlichen Logarithmen von 197, 198, 199, 201, 202, 203 durch 


Interpolation auf sieben Dezimalen zu berechnen. 
6. Der Winkel +45 in BogenmaB hat die GréBe 


0°- 57296. 


Diese Zahl ist durch den Quotienten zweier einstelliger Zahlen zu ap- 
proximieren. Wie groB. ist die Genauigkeit ? 


Fiinftes Kapitel. 
Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 


§ 43. Konvergenz und Divergenz. 


Bei allen GréBen, die nicht durch ganze Zahlen oder durch das Ver- 
haltnis ganzer Zahlen ausgedriickt werden kénnen, begniigen wir uns 
mit der Angabe von Nédherungswerten. Denken wir uns eine Reihe 
von Naherungswerten @,, a, 43, ... hingeschrieben, deren Genauig- 
keit mit wachsendem Index zunimmt, und zwar so, daB ein Naherungs- 
wert, der in der Reihe hinreichend weit gewahlt ist, beliebig wenig von 
allen folgenden abweicht, so kann die Reihe der Naherungswerte als 
Definition eines Zahlenwertes aufgefaBt werden, ohne daB eine alge- 
braische Beziehung zu ganzen Zahlen bekannt zu sein braucht. 

Die Verfahren zur Bildung aufeinanderfolgender Naherungswerte 
sind sehr mannigfaltig. Haufig berechnet man. die Naherungswerte 
selbst zunachst nicht, sondern die Differenzen zweier aufeinander fol- 
gender oder, wie man sagt, die Korrekturen, die man an einen Nahe- 
rungswert anbringen muB, um den nachsten zu erhalten. Der nte 
Naherungswert ist dann gleich dem (7 — 1) ten plus der Korrektur oder 
auch gleich dem ersten plus der Summe der Korrekturen bis zu der, die 
den (x — 1) ten in den mten verwandelt. Statt der Reihe der Naherungs- 
werte kann man also auch die Reihe der Korrekturen c,, c,, cs, ... 
betrachten, wenn man noch den ersten Naherungswert hinzufiigt. Der 
Zahlenwert stellt sich dann als eine Summe mit unendlich vielen Glie- 


dern dar: Pages ilo BOs a Os at ah 


Damit eine solche unendliche Summe einen endlichen Zahlenwert 
besitzt, ist es notwendig und hinreichend, wie wir schon bemerkt haben, 
daB sich ein Naherungswert von allen folgenden beliebig wenig unter- 
scheidet, wenn wir nur in der Reihe der Naherungswerte hinreichend 
weit gegangen sind. Auf die Korrekturen bezogen lautet die Forde- 
rung, daB die Summe der Glieder, die auf das te folgen, beliebig klein 
wird, wie weit man auch die Summe zusammenzahlen mag, wenn man 
nur #” hinreichend groB wahlt. Ist diese Forderung erfiillt, so sprechen 


O* 
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wir von einer konvergenten, andernfalls von einer divergenten unend- 
lichen Reihe. 

Wenn etwa die einzelnen Glieder einer unendlichen Reihe abwech- 
selndes Vorzeichen besitzen, absolut genommen abnehmen und beliebig 
klein werden, wenn man in der Reihe hinreichend weit fortschreitet, so 
ist die Reihe konvergent. Denn die Naherungswerte einer solchen alter- 
nierenden Reihe nehmen abwechselnd zu und ab und unterscheiden 
sich von allen folgenden beliebig wenig, wenn man nur in der Reihe 
hinreichend weit geht. Die Naherungswerte sind abwechselnd groBer 
und kleiner als der durch die Reihe definierte Zahlenwert, oder der Fehler 
eines Naherungswertes ist immer kleiner als die folgende Korrektur. 

Ein Beispiel bildet die bekannte Reihenentwicklung fir lg2 


1 a 1 == 
4 5 | 3 4 eed eye ee 


: 4 
Der Fehler des ten Naherungswertes ist absolut kleiner als ray: 


Die Reihe konvergiert demnach recht langsam, man miiBte etwa hundert 
Glieder berechnen, um den Fehler unter eine Einheit der zweiten De- 
zimale zu driicken. 

In solchen Fallen kann man die Konvergenz dadurch beschleunigen, 
daB man an Stelle der Naherungswerte dieser Reihe das arithmetische 
Mittel zweier aufeinanderfolgender Naherungen nimmt. Bezeichnen 
wir mit a, den mten Naherungswert, so ist in unserer Reihe 


(Cay 


Cake 2 Saha agg A Fa 
(a1) 
an — an -1 = GY 1 = 0 ? 
und wenn man addiert 
An+1 + An An + An-1 is = ee ay + a, ek 
2 2 2n (n+ 1)’ Pie Be Si 


lg2 wird daher auch durch die folgende Reihe dargestellt: 


4 4 1 (—1)"-1 ip 


3 
ae ee rare area ee Ciena 


Die Konvergenz dieser Reihe ist erheblich besser, denn sechs Glie- 
der der Reihe wiirden den Fehler schon unter eine Einheit der zweiten 
Dezimale bringen. 

Man kann das Verfahren fortsetzen. Wenn A, den mten Naherungs- 
wert der neuen Reihe bezeichnet, so ist 

Sols 
2(n +1) (n+ 2)’ 
ec 

2n(n+1\’ 


An+1 —A,= 


A, An-1 
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und wenn man addiert 


AntitAn  An+An-4 Peay 5 pe Ota A, “bh A, 17 
D 2 2n(n +1) (nm + 2)” 2 4° 


Daraus ergibt sich die neue Reihe 


ble, 1 at 1 1 ( {44 
Dee TRONS ANNES 13a. 5 rae t lose ees 


Sechs Glieder dieser Reihe wiirden schon eine Einheit der dritten Dezi- 
male liefern: 


roe 1 ; 

1 . 1 . 
beea es 7000833 | Ge 0 00M 
eer Oe ae 7 eae 

0°71 904 — 0°02 649 
Ue 649 
0°69 255 
Der Wert der Reihe liegt demnach zwischen 0°69255 und 
0°69 255 + STE , also zwischen 0°69 255 und 0°69354. Das arith- 


metische Mittel zwischen diesen beiden Grenzen liefert einen Naherungs- 
wert von doppelter Genauigkeit, denn sein Fehler mu8 kleiner sein als 
die halbe Differenz der beiden Grenzwerte. Es wird demnach der 
Reihenwert 

0°6930 + 5 Einheiten der letzten Dezimale. 


In der Tafel findet man den Wert lg 2 = 0°6931. 

Wenn die aufeinanderfolgenden Naherungswerte nicht abwechselnd 
groBer und kleiner sind, ist die Konvergenz der Reihe nicht so einfach 
za entscheiden. Wir wollen zunadchst den Fall betrachten, daB die 
Naherungswerte bestandig zunehmen, da also alle Korrekturen das- 
selbe Vorzeichen haben. Hat man von einer solchen Reihe die Kon- 
vergenz nachgewiesen, so ist sie damit gleichzeitig fiir jede Reihe be- 
wiesen, deren Glieder ebenfalls gleiches Vorzeichen besitzen und dem 
absoluten Betrage nach kleiner als die der ersten Reihe sind, denn der 
Fehler dieser Reihe ist dann standig kleiner als der der ersten Reihe. 

Die Vergleichsreihe wird man so zu wahlen suchen, daf sie sich 
mdglichst nahe an die zu untersuchende Reihe anschlieBt. AuBerdem 
ist es wiinschenswert, daB man den Fehler der Naherungswerte der Ver- 
gleitchsreihe einigermaBen genau und méglichst bequem angeben kann. 

Diesen Anforderungen geniigt in erster Linie die geometrische Reihe 


8 tg a q” 
ataq+ag+...ag’ =a pay ay ee 
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Wenn q positiv kleiner als 1 ist, so ist die rechte Seite der Gleichung 
beliebig wenig von ee verschieden, wenn man nur 1 hinreichend gro8B 
wahlt. Fiir solche Werte von q ist daher die linke Seite der Gleichung 


ein Naherungswert von nage dessen Fehler gleich = ist. 

Die geometrische Reihe kann in allen den Fallen als Vergleichsreihe 
benutzt werden, in denen von einer bestimmten Stelle ab jedes Glied 
einen gewissen Bruchteil des vorhergehenden nicht iberschreitet. Ist 
g dieser Bruchteil und m der Wert eines Gliedes, das mit allen folgenden 
diese Regel erfiillt, so ist der Fehler, den man begeht, wenn man gerade 
vor dem betreffenden Gliede abbricht, offenbar nicht grdBer als die 
geometrische Reihe 


m+mgq+m@g-+..., 


Kommt gq dem Werte 1 nicht zu nahe, 


also nicht groBer als ; 


so ist der Fehler von derselben Ordnung wie m. Wir haben hier eine 
ganz ahnliche Regel wie bei der alternierenden Reihe, auch hier wird 
die Genauigkeit einer Naherung beurteilt nach dem Betrage der nachst- 
folgenden Korrektur. In vielen Fallen geniigt die Kenntnis der Dezi- 
male, die vom Fehler noch beeinfluBt wird, dann kann man sich mit 
dieser rohen Abschatzung begniigen und die genaue Ermittlung der 


oberen Grenze ersparen. Immerhin ist bei Anwendung dieser 


1— 

‘Regel Vorsicht geboten, da sich leicht Beispiele bilden lassen, bei denen 

der Fehler die nachstfolgende Korrektur um beliebig viel iiberschreitet. 
Die Reihe 


1 1 1 1 4 Pig saad 
ees aes ities en lin (a eS 
konvergiert und hat den Wert 41, wenn « eine beliebige positive Zahl 
ist. Der nte Naherungswert ist gleich 1— ae und besitzt daher 
1 
den Fehler (n+. . 


Nun ist nach dem binomischen Lehrsatz 


(ithe ape ED ey, 
folglich ist if 
ener 


und daher 1 


pa aged 


1 1 é 
(n — 1)e — née = nite ~ 


Das heiBt, es ist 


{3 
“ate < Cane 
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Mithin konvergiert auch die Reihe 


1 1 1 1 : 
Va Seas bates + gre + --- [m= Garaa) 


und der Fehler des mten Naherungswertes ist kleiner als - mal dem 


Fehler der Vergleichsreihe, also kleiner als . —_ 4 


Diese Reihe kann zweckmaBig als Vergleichsreihe herangezogen 
werden, wenn ein Vergleich mit der geometrischen Reihe wegen der 
schnellen Abnahme der Glieder nicht méglich ist. Fiir kleine Werte 
von € wird die Konvergenz immer langsamer und hort fiir ¢ = 0 ganz 
auf. Die Reihe geht dann iiber in die harmonische Reihe 


145+ 5t et. (i= 4), 


deren Divergenz sich aus der Bemerkung ergibt, da8 


1 


1 1 1 1 
Wie gare ae 2 


a 
ist. Wieviel Glieder man auch von der Reihe am Anfang zusammenfaBt, die 
Summe der tibrigbleibenden Glieder mu8 immer den Wert 4 iibersteigen. 

Analog kann man iibrigens auf die Divergenz einer jeden Reihe 
schlieBen, deren Glieder von einer bestimmten Stelle ab nicht kleiner 
sind als ein bestimmtes Vielfaches der entsprechenden Glieder der har- 
monischen Reihe. 

Wenn eine Reihe aus positiven und negativen Gliedern besteht und 
man bildet aus ihr eine neue Reihe, indem man die Vorzeichen aller Glieder 
positiv wahlt, so ist die Konvergenz der ersten Reihe bewiesen, sobald 
die Konvergenz der zweiten Reihe, der Reihe der absoluten Betrage, fest- 
steht. Denn der Unterschied zwischen zwei Naherungswerten der ersten 
Reihe kann dem absoluten Betrage nach nicht groBer sein als der Unter- 
schied der entsprechenden beiden Naherungswerte der zweiten Reihe. 

Dagegen folgt nicht umgekehrt aus der Konvergenz einer Reihe 
die Konvergenz der Reihe der absoluten Betrage, wie das Beispiel der 
harmonischen Reihe zeigt. Die Reihe 


Aime Se Reed ap ies 
konvergiert und liefert den Wert 0°693..., wie wir oben gesehen haben, 
NER die Reihe Fi ae tae ena a bet 
divergiert. 


Ist die Reihe der absoluten Betrage konvergent, so spricht man 
von unbedingter Konvergenz. Es 148t sich zeigen, daB der Wert 
einer solchen Reihe von der Reihenfolge der Glieder unabhangig ist?). 
Divergiert dagegen die Reihe der absoluten Betrage, so konvergiert eine 
Reihe nur bedingt. Die Konvergenz sowohl wie der Wert der Reihe 


1) Vgl. z. B. Rumge, C.: Theorie und Praxis der Reihen. S. 19: _ 
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ist abhangig von der Reihenfolge der Glieder. Ordnen wir etwa die 
Glieder der Reihe be Pe 
dee aly piace ata 


so um, da8 immer zwei positive und ein negatives Glied zusammen- 
genommen werden, so entsteht die Reihe 


14(E+4-H4FG4h-Pt--. 
oder, wenn wir immer die eingeklammerten Glieder zusammenfassen, 


1 1 
past (e=saespaeea) 


1M 


293.5 


Diese Reihe konvergiert zwar noch, wie der Vergleich mit der Reihe 
1 1 
Lich Sagres 


zeigt, aber ihr Wert ist gréBer als 1, also verschieden von 0°69}... 


§ 44. Addition, Subtraktion und Multiplikation unendlicher 
Reihen. 


Werden zwei Werte addiert, subtrahiert oder multipliziert, so an- 
dert sich das Resultat beliebig wenig, wenn man die Werte hinreichend 
wenig abandert. Setzt man also statt der Groen selbst Naherungs- 
werte ein, so ergibt sich auch ein Naherungswert fiir das Resultat. Der 
Fehler dieses Naherungswertes ist beliebig klein, wenn die Fehler jener 
Naherungswerte hinreichend klein sind. Man kann also fiir das Resultat 
der Rechnung eine Reihe von Naherungswerten mit standig abnehmen- 
dem Fehler bilden, mit anderen Worten, man kann das Resultat als 
eine unendliche Summe schreiben, deren erstes Glied der erste Nahe- 
rungswert ist, und deren weitere Glieder die Korrekturen sind, die einen 
Naherungswert in den folgenden verwandeln. 

Es seien N und N’ die nten Naherungswerte zweier Reihen, dann 
ist N + N’ der Naherungswert ihrer Summe. Sind c, und cj, die Kor- 
rekturen von N und N’, so ist c, +c, die Korrektur von N + N’. Die 
Summe der beiden Reihen kann man daher in der Form 


(ey Fo) “(er ei) (e.g) =. 
schreiben oder, da cy, mit wachsendem » beliebig klein wird und daher 
auch N-+ N’+c, mit beliebiger Genauigkeit den Reihenwert dar- 
stellt, so kann man die Zusammenfassung je zweier Glieder auch weg- 
lassen und schreiben 


cototatAtetat... 
Wie man leicht sieht, andert die Reihe ihren Wert nicht, wenn 
man die Glieder der einen Reihe unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge 


gegen die der anderen verstellt, auch wenn beide Reihen nur bedingt 
konvergieren. Ist eine der beiden Reihen unbedingt konvergent, so 
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kann man die Reihenfolge ihrer Glieder beliebig andern, sind beide Reihen 
unbedingt konvergent, so kénnen alle Glieder der Summenreihe ihre Anord- 
nung beliebig andern, ohne daf sich der Wert der Summenreihe andert. 

Was fiir die Summe zweier Reihen richtig ist, gilt ebenso fiir die 
Differenz zweier Reihen. 

Eine konvergente Reihe von Werten, deren jeder als unendliche 
Reihe von Gliedern definiert ist, kann man in eine konvergente Reihe 
dieser Glieder verwandeln. Bleibt die Reihe konvergent, wenn alle 
Glheder mit positivem Vorzeichen genommen werden, so kann man 
ihre Reihenfolge beliebig wahlen. Ist 


A=atb+c4+... 


€A=X%+%,+0,4+... 
b= Pot fi +het:.. 
C= Vo vii ver es 


zu bilden, wobei 


ist, so besteht eine bequeme Summationsmethode darin, daB man die 
Reihen je eine Stelle einriickt 


OG eRe ee ee eae 


2 
Bo» Br» Bg--- 
Opus) ie 
und die Glieder kolonnenweise addiert. 

Um das Produkt zweier konvergenter Reihen wieder als konver- 
gente Reihe darzustellen, betrachten wir die n'*™ Naherungswerte 
N,, und Nj, der beiden miteinander zu multiplizierenden Reihen. N,N, 
ist der Naherungswert des Produkts, dessen Fehler zugleich mit den 
Fehlern von N,, und Nj, beliebig klein wird. Denn aus den Korrekturen 
C, und c), dieser Naherungswerte ergibt sich die Korrektur des Nahe- 
rungswertes N,N’, zu c, Ni, + ¢,Ny + C,¢,- Wir erhalten daher fur 
das Produkt der beiden Reihen die folgende Reihe 


N,N, + (c,Ny + Ny, + 6.4) + (CoN 4: 62.Ng + ¢y05) +. 


Wenn man fiir N,, und Nj, ihre Ausdriicke als Summen der GréBen c 
einsetzt, so erhalt man fiir das Produkt die quadratische Anordnung 


Cine = Cy Cpun EE oils ech es sCoCaaacce i Colm t= + 
ee ee yc, 


ChE as CperiCy Oy ad Cy ett opt Op Sa Ciel Oy she 
nly only —- CnCg t+.» + Cn Cn -4 “66, aes. 


AA ® G06 oOo Cho no OM Geb iS aie Os onF IG icici Ge So CaO cr et er Me) Our Tn Cont UU ee CC at Sr 
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Die Reihe fiir das Produkt konvergiert, wenn die beiden Faktoren 
konvergieren, gleichgiiltig, ob die Konvergenz bedingt oder unbedingt 
ist. Fiir die Berechnung bringt man die quadratische Anordnung des 
Produktes bequemer in folgendes Schema 


J, / / Us ia 
Co Lp, 0 Fy, 9 ln, C0 &3, Co; 


Oisce 
Cr ey, C1 ly, Ch eg, Cy Ca, 
Ce Cp 
/ 
2 i If , 
C2 Cg, Cols, C2 C4, 
Ce Cs 
Cac; 
Cs Ce 
C3 Cg, C3 Cy, 
Cilla 
Che 
cute 
Cts 
Cy Cy, 


und addiert die einzelnen Kolonnen. 
Konvergieren beide Reihen unbedingt, so laBt sich das Produkt 
noch auf eine andere Form bringen 


, 

Co Co + Cp Cy + cp¢eg+... 
/ 

+ c Co +e,q+... 

+ ¢oego t+... 


Co lg + (Co Cy + Cy Co) + (Co Ce + C4 Cy + C2 C9) + . 
Diese Ausfiihrung des Produktes ist der Multiplikation von ganzen 
Zahlen oder von Dezimalbriichen analog gebildet. 


§ 45. Division unendlicher Reihen. 

Auch die Division unendlicher Reihen la8t sich auf A4hnliche Weise 
behandeln. Ist der Nenner nicht Null, so ist der Quotient zweier Nahe- 
rungswerte ein Naherungswert des Quotienten, dessen Fehler zugleich 
mit den Fehlern der beiden Naherungswerte beliebig klein wird. Wieder 
hat man verschiedene Moglichkeiten, um aus der Reihe der Naherungs- 
werte eine unendliche Reihe zu bilden. 

AnschlieBend an die Multiplikation unbedingt konvergenter Reihen 


multiplizierten wir, um den Quotienten % der beiden Reihen 


A=ata,t+a,+... 
B=b)+0,+b,+... 
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zu bilden, den Nenner mit dem Quotienten - der beiden ersten 
0 


Glieder und ziehen das Produkt vom Zahler ab. Der Rest ist dann 
wieder eine konvergente Reihe A’. 


A=a+ta +a +... 
“9. B SS Se 
ay nl ene es coy 


Al a a 
Die Gleichung 
AZ RA’ 
bo 
1aBt sich auf die Form bringen 


A a AS 
SBE sae ileal 

as INGA IS <8 A Oe ine A’ x 2 
Somit ist die Division von = auf die Division von » zuriickgefiihrt. 


B B 
Durch Wiederholen derselben Operation findet man 
Alie 4a et Ae 
Bie a om 
Nach  Schritten ergibt sich 
A(n=1) nt go 4 Al) 
at 


B by 


Damit ist der Quotient in die unendliche Reihe 


MW 


a ay a 
Ce ey, 
: b b b 
entwickelt. 2 eke iets 
Als Beispiel mége die Division der beiden Reihen 
: Be ee 
SUL OC) Ghee aps 
oO? ot 
COS Ce— 4 ar + va ae 
in den ersten Schritten ausgefiihrt werden. 
a8 a Digs 
a8 mS | 
Bie Kine apa iy | 
r a8 a a 
A 257 4 By + 
xs ad 
25T = 251 55 AP as 
Doth OG) lod? 
A’ = eae 
2 5 ! 
Man hat also pitehyea yh 
te 0 = -b 


35 COS & 
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§ 46. Reihen von Funktionen, insbesondere Potenzreihen. 


Bisher ist nur von bestimmten Werten die Rede gewesen, die durch 
unendliche Reihen berechnet werden. Aber auch eine Funktion einer 
oder mehrerer Veradnderlicher kann in derselben Weise dargestellt 
werden. Fiir jeden besonderen Wert der Veranderlichen haben wir es 
mit einem bestimmten Werte der Reihe und ihrer Glieder zu tun. LaBt 
man jedoch die Veranderlichen keine bestimmten Werte annehmen, so 
sind die Glieder der Reihe, ihre Naherungswerte und Fehler Funktionen 
der Veranderlichen. 

Bei einer angenadherten Darstellung einer Funktion mtissen die 
Fehler der Naherungswerte gleichzeitig fiir alle betrachteten Werte 
der Veranderlichen beliebig klein werden, wenn man hinreichend weit 
in der Reihe fortschreitet, unabhangig von dem speziellen Werte der 
Veranderlichen. Sonst hat man es ja gar nicht mit einem Naherungs- 
wert ftir die Funktion zu tun, sondern mit einer Annaherung an einen 
speziellen Funktionswert. 

Aus der Konvergenz der Reihe fiir alle betrachteten Werte der Ver- 
anderlichen geht nun aber noch keineswegs hervor, daB man den Fehler 
des mten Naherungswertes durch die Wahl eines hinreichend groBen 
Wertes von n fiir die Gesamtheit der betrachteten Werte beliebig klein 
machen kann. Es ist vielmehr méglich, daB bei der Annaherung an 
einen speziellen Wert der Veranderlichen die Konvergenz der Reihe 
beliebig schlecht wird, da8 man also in der Reihe immer weiter und 
weiter fortschreiten mu8, um den Fehler unter eine vorgegebene Schranke 
hinabzudriicken, je mehr man sich dem speziellen Werte der Verander- 
lichen nahert. 

Wenn die Naherungswerte die Eigenschaft haben, sich fiir die Ge- 
samtheit der betrachteten Werte der Veranderlichen beliebig genau an 
den Grenzwert anzuschmiegen, so spricht man von _ gleichmdfiger 
Konvergenz der Reihe. 

UngleichmaBig konvergierende Darstellungen gewinnen Bedeu- 
tung, wenn es sich um Annaherungen an unstetige Funktionen handelt. 
Denn es laBt sich zeigen, daB eine gleichmaBig konvergente Reihe stetiger 
Funktionen immer nur eine stetige Funktion darstellen kann!). 

Eine sehr viel gebrauchte Form einer Reihe von Funktionen ist 
die Potenzreihe 


Ag + a, % + agx* + anne +... 4+ ant... 
Zur Beurteilung ihrer Konvergenz dient in der Regel die geometrische 
Reihe. Wenn sich nachweisen laBt, daB a,x" absolut genommen nicht 
gréBer ist als my", so ist der Fehler des mten Naherungswertes absolut 
nicht groBer als mr + myttl ty ynt2 a 


1) Vgl. Runge, C.: Theorie und Praxis der Reihen. § 7. 
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Oder unter der Voraussetzung, da8 7 ein echter Bruch ist, nicht gréBer als 


my” 


1—r° 

Wenn eine Potenzreihe fiir einen speziellen Wert von x konver- 
giert, so folgt daraus sofort, da die Reihe fiir jeden absolut kleineren 
Wert von x unbedingt und gleichmafig konvergiert. 

Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Po- 
tenzreihen fiihrt wieder auf Potenzreihen. Die Ausfiihrung dieser Opera- 
tionen geschieht genau so, wie bei den ganzen rationalen Funktionen, 
die nach steigenden Potenzen von x geordnet sind. Auch die Schreib- 
weise 1aBt sich dadurch abkiirzen, daB man die Koeffizienten allein 
hinschreibt. Die zugehérigen Potenzen von x werden durch die Stel- 
lung des Koeffizienten angegeben, fehlende Potenzen erhalten den 
Koeffizienten 0. 

Als Beispiel fiir das Rechnen mit Potenzreihen diene die folgende 
Aufgabe. 

Eine Blattlaus erzeugt an jedem Tage k Junge. Eine neugeborene 
Blattlaus vermehrt sich jedoch erst nach einem Tage. Wieviel Blatt- 
lause sind am ten Tage vorhanden, wenn am ersten Tage a, Blattlause 
lebten, darunter a), die alter als einen Tag sind. 

Bezeichnet @ die Anzahl der Blattlause, die am mten Tage vor- 
handen sind, so ist unter der Voraussetzung, da alle Blattlause am 
Leben bleiben: ins 


An = Ani Ran» : 
Wir betrachten dy, a,, dg... a, als Koeffizienten einer Potenzreihe 
ACG | ed Pi Cece OES 
und fragen nach dem allgemeinen Ausdruck fiir a, wenn die Koeffizien- 
ten nach der Rekursionsformel 
: Cane BGpes 
gebildet werden. sean bly tan 
Wir multiplizieren die Funktion 
f(x) = ag + ax + ay x? + agxP +... ayx™ +... 
i 2 
mit + + kx ant Game gt Oe Carman gee a: 
kag kdy Ras) kag’... 


0 By as a) A Om miGaeh Asn ni 
Mithin wird 
(x + kx?) f(x) = f(x) — 49 — 4% + gx 


(1 — x — kx?) f(x) = ay + (a, — &) *, 


oder 
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d. h. f(x) ist eine gebrochene rationale Funktion 


f(x) = A= fo 


Die Zerlegung in. Partialbriiche ergibt _ 


ay + (4 — Ao) %2 1 


Ay + (a, = 4%) * 1 
[(x) = ee ; ty —% a h (% — %) gw? 


wobei x, und x, die Wurzeln der Gleichung 


1 fl 
ili 9) 


sind, namlich 
eT 
ON a 
4 —ji1-4k 
eae 2k 
1 4 : ‘ 
Da nun ~—_,- und |; als Potenzreihen geschrieben 

: Kis hy % 

ty — % aa Cod Ie 5 1 ~» ye 

-1 y-2 
Ge hak ie eee 


sind, so wird der Koeffizient von x” in /(x) gleich 


Ay + (41 — 4%) %1 yynnt Ay + (ay — 4) %2 ny 
ve 2 


oder R (%1 — %2) nahn 
a —m=1 — -—n=1 —n 
=o (% + — At oe Xo = 
Vi+4k (4 ) ar eur a t) 


Etwas allgemeiner 1aBt sich die nach der Rekursionsformel 
ay, = Pp an-1 == J an-2 
zu bildende Zahl a, ermitteln als Koeffizient von x” der rationalen 


Funktion ap + (ay — Pay) # 
Ak ere rea 


Die Zerlegung in Partialbriiche liefert 


Cages) wis a oe Ae ig val ws —_ ae a yon 
a ee ae pies: 
ee, a ee le 
oder ; “4 Pipe ag 
4% a4 —pa 
ay, = _ vrn-l ee —n =—n 
f Ve* + 4q | 42 \+ ptt ag (Mi Ay): 


Der Ausdruck 1a8t sich durch Einfiihrung von hyperbolischen Funk- 
tionen etwas iibersichtlicher schreiben. Setzt man 


‘ane [1 
= —é 93 ty =—|/ — e%, 
q q 
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so wird ide ; 

P+ 4g=9(%—%) = 2g Cofa, T= 2Gine. 
Fir ungerade Werte von m ist dann 

n a ne a,—pa 

iy =" Copa Gin (n+1)a+¢q 2 “Copa OM, 

fiir gerade Werte von n 
| sis a, ek a,—pa 
ao Copa Cof(n+1)a+q 2 “Cpa Sita a. 
Wahlt man beispielsweise g = 1, a) = Co) ~, a, = PM, so ergibt 

sich die Reihe der GroBen a@j,-@,,.@,, ... gleich 


Colas PCr 2 ones Col ta Sind kanes, 


Man hat daher die Méglichkeit, diese Werte der Reihe nach aufzubauen 
nach der Formel 
An = Pan-1 + An-2 > 
p= 2C6ine 


ist. Diese Methode zur Berechnung einer Tafel der hyperbolischen 
Funktionen wird besonders bequem, wenn man fiir # einen einfachen 
Wert wahlt. Wir wahlen z.B. £=01, dann wird Gin « = 0,05 und 
Cof « = V1 + 0°05? = 1:001 249219725. Wir riicken jede Zahl um 
eine Stelle ein, damit man leicht ihren zehnten Teil zu der vorher- 
gehenden addieren kann, um die folgende zu erhalten: 


& = 1001 249 219 725 
a, = 010 012 492 19752 
Gg1-0'112°617 119 22 
dz = 0° 201 251 093 165 
a, = 1°03 138 682 123]9 
a; = 0°3 043 897 752 89 
& = 1° 061, 825.798 758 
@, = 0'44 0577235, 516.5 
dg = 1°14 028 830 342 74 
ay = 0° 520 860 658 592 
Ayy = 1°15 496 910 013 3 
ay, = 0°6 363 575 686 05 
ay, = 1°218 604 856 994 
a3 = 0°75 824 805 430 4 
4, = 1°2 944 266-624 24 
a4, = 0° 887 660 720 546 
Aye = 1°38 319 273 447 9 
ay, = 1:0 259 799 939 94 
ay, = 1° 485 790 733 878 usw. 


wobei 
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Dabei hat « den Wert 
a = lg (0°05 + V1 + 0°052) = 0'049 979 190 069. 


Die beiden letzten Ziffern kénnen durch Abrundung fehlerhaft geworden 
sein, so da man fiir das endgiiltige Resultat auf zehn Stellen abktirzen 
wird: 


x Sin x Coj x 
0°04997 91901 | 1°00124 92197 
0°09995 83801 | 0:10012 49220 
0°14993 75702 | 1°01126 17119 
0°19991 67603 | 0°20125 10932 
0°24989 59503 | | 1°03138 68212 
0°29987 51404 0°30438 97753 
0°34985 43305 | | 1°06182 57988 
0°39983 35206 | 0°41057 23552 
0°44981 27106 1:10288 30343 
0°49979 19007 0°52086 06586 | 
0°54977 10908 | | 1°15496 91001 
0°59975 02808 | 0°63635 75686 
0°64972 94709 | 1°21860 48570 
0°69970 86610 0°75821 80543 
0°74968 78510 1°29442 66624 
0°79966 70411 0°88766 07205 
0°84964 62312 1°38319 27345 
0°89962 54212 1°02597 99940 
0°94960 46113 1°48579 07339 

usw. 


Analog lassen sich auch die trigonometrischen Funktionen sin und 
cos berechnen. Wir brauchen in den Gleichungen nur 7 « an Stelle von « 
zu setzen, dann wird fiir ungerades n 


a, =tsin(n + 1)0 
und fiir gerades » 
Ay, = cos(n +1) a 
wahrend 
p= 2isine . 


Schreiben wir = 2sin« und a, =sin (n+ 1) a, wenn m ungerade 
ist, so erhalt die Kette der Gleichungen die Form 


dy = COS & 

a= pa 
A, = Ay— pay 
as =at+ pa, 


a, = a, — Paz 


ay = a, + pa, usw. 
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Auch wenn keinen runden Wert besitzt, lassen sich die aufeinander- 
folgenden Werte mit der Maschine bequem berechnen. Wir wahlen z. B. 
= 5°, dann wird 


sin 5° = 0°08715 57427, cos5° = 0.99619 46984 
p = 2sin 5° = 017431 14855. 


Damit erhalten wir die auf neun Stellen abgekiirzte Tabelle: 


und 


oo sin ¥ cos ¥ 

@* 0°0000 00000 90° 

5 0'9961 94698 85 

10 01736 48177 80 
15 0°9659 25826 75 
20 0°3420 20143 70 
25 0°9063 07787 65 
30 0°5000 00000 60 
35 0°8191 52044 55 
40 0°6427 87609 50 
45 0°7071 06781 45 
50 0°7660 44442 40 
55 0°5735 76437 35 
60 0°8660 25403 30 
65 0°4226 18263 25 
70 0°9396 92619 20 
75 0'2588 19047 15 
80 0°9848 07752 10 
85 : 0°0871 55746 5 
90 1:0000 00000 0 
cos ¥ sin ¥ % 


Damit ist eine vollstandige Tabelle der trigonometrischen Funk- 
tionen sin und cos von 5 zu 5° fortschreitend gewonnen. 


§ 47. Umkehrung von Potenzreihen. 


Wenn eine GréBe y als Funktion von x durch eine Potenzreihe 
dargestellt wird 


W == Ay + GX + nx" + a3%* + ..., 


dann kann man auch umgekehrt « als Funktion von y durch eine Potenz- 
y — a 


reihe darstellen. Wir setzen zu dem Zweck = 4 und schreiben 


ws a a ’ 
der Kiirze halber ~ = 0,, =~ = 3 usw. Dann ist 
i 1 
Uu = %-+ b,x" + b,x*-+ . 
oder 
Re 2 oo 
% =u — byx* — bgx en 
Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 10 


146 Das Rechnen mit unendlichen Reihen. 


Der Unterschied x — w ist in x von zweiter Ordnung. In erster An- 

naherung ist also x = u (bis auf einen Fehler, der mit klein wird wie v?). 

Aus der ersten Annaherung 14Bt sich eine zweite berechnen, indem 

man fiir den Unterschied x — u eine erste Annaherung berechnet. Bis 

auf Glieder dritter Ordnung ist — b,x? — 6,x° gleich — b,u?, folglich 
x =u — b,u® + Glieder dritter Ordnung. 


Aus der zweiten Annaherung findet man bis auf Glieder vierter Ord- - 
nung richtig eine dritte Annaherung, wenn man mit der zweiten An- 
naherung x? und x bis auf Glieder vierter Ordnung richtig ausdrickt: 

x = u* — 2 b,u% + Glieder vierter Ordnung, 
r= us + Glieder vierter Ordnung. 
Mit diesen Ausdriicken findet man aus der Gleichung 
x = u — box? — b,x% + Glieder vierter Ordnung 
die dritte Annaherung 
x =u — byu? + (2 dF — bz) w3 + Glieder vierter Ordnung. 

So fortfahrend, kann man nacheinander die Glieder der umgekehrten 
Reihe finden. Da sich die vorhergehenden Glieder nicht mehr andern, 
braucht man bei jedem Schritt nur auf die Glieder der folgenden Ordnung 
zu achten. Wollte man etwa noch eine vierte Annaherung berechnen, 
so andern sich die Glieder erster, zweiter und dritter Ordnung nicht 
mehr, man findet 


x? =... + [2 (2b; — b,) + 03] u* + Glieder fiinfter Ordnung, 

e250, Ue + Glieder fiinfter Ordnung, 
a AS us + Glieder fiinfter Ordnung. 
Mithin 


x =u — byu® + (2 2 — by) u8 + (— 5 BB +5 baby — b,) ut 
Glieder fiinfter Ordnung. 
Beispiel: Es sei re “ONE Go aa ee 


x? x3 x4 
iy uU=%X Ps =the 
28 3 4 
oder ‘ A ; 
x x y 
3 ay ——————— Say 
rs ware 


Man findet 
4. Annaherung += 4, #? = u?; 
ua 


2. Annaherung * = 4+ se Sie S SN, Rana 
ur “4l 1 
3. Annaherung x = # +4 Sis (5 = “a; 
=) 
Peet Te 4 3 Seed 
NX =... U* , = ee is 4 — 4,4. 
aT as % Hay ee 


x, ur us us 
4. Annaherung x = 4 + ey +}. et -f- aq USW. 
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Wenn man fiir die gegebene Reihe die obere Grenze des Fehlers jeder 
Naherung kennt, so kann man auch fiir die Umkehrung die Fehler 
der Naherungen abschatzen. Die Rechnung ist jedoch haufig so miihsam, 
daB man zunachst darauf verzichten wird, zugleich mit der Umkehrung 
der Reihe auch die Fehler der Umkehrungsnaherungen zu berechnen. 
Man kann die Fehlergrenzen nachtraglich dadurch ermitteln, daB man 
den gefundenen Wert fiir x in die gegebene Reihe einsetzt und zusieht, 
wie weit der Wert der Reihe von dem vorgeschriebenen Werte u ab- 
weicht. Durch Differentiation findet man dann die Anderung des 
Reihenwertes bei einer Anderung von x. 

Enthalt die gegebene Reihe nicht die erste Potenz von x, so kann 
die Umkehrung nicht in der beschriebenen Weise ausgefiihrt werden. 
Ist z. B. die zweite Potenz die niedrigste, 


V= Ag+ ax? + asx®+a,xt+..., 
so setzen wir 


y—a a 
—°—y? und 4=8,, +=)... 
a op op ; 


Die Gleichung erhalt die Form 
w= x2? + byx8 + dyxt +... 
=A Oy ki 0, ee). 
Ist x klein genug, so da der Reihenwert 
= 0,012 OF%" os. 


absolut kleiner als 1 ist, selbst wenn alle Glieder mit positivem Vor- 
zeichen genommen werden, dann kann man nach dem binomischen 


Satz ¥1 + in eine unbedingt konvergente Reihe entwickeln: 


fi-tosi1tje—- Set 


in der man die einzelnen Glieder nach steigenden Potenzen von % ord- 
nen kann: 


V1 teu~eitex+t+enx?+esx?+... 
Damit folgen aus der gegebenen Reihe durch Wurzelziehen die beiden 
ee m= K-- 6,%" + beh? 4 Cgx* tw. 


und 
ba — % — 0,47 — 44% — x* — ..., 


die, wie oben beschrieben, umgekehrt werden konnen. 

Wenn auBer der ersten Potenz von x auch die zweite fehlt und 
erst die dritte Potenz einen von 0 verschiedenen Koeffizienten besitzt, 
so wird die Umkehrung in der gleichen Weise bewerkstelligt, mit dem 
einzigen Unterschiede, daB links u® statt u? geschrieben wird. Jetzt 
fiihrt das Ausziehen der dritten Wurzel auf eine mit der ersten Potenz 


10* 
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von x beginnende Reihe. Analoges gilt, wenn auch die dritte Potenz 
von x fehlt. 
Beispiel: Eine Kette von der Lange s ist zwischen zwei gleichhohen 
Punkten im Abstande / aufgehangt. In der Gleichung der Kettenlinie 
y = a€o) “ 


ist die Konstante a zu bestimmen. 
Die Bogenlange der Kettenlinie vom tiefsten Punkte an gerechnet 


; e hoe ee : 
ist gleich a Gin = In unserem Fall soll fiir «= > die vom tiefsten 
Punkt an gerechnete Lange gleich = sein. Wir haben also 
s oe 
a =acin ae 
Um a als Funktion von s und / zu gewinnen, entwickeln wir die 


F U 
rechte Seite nach Potenzen von ori 


3 i : 1 tar (sc) a (4) “4 


und setzen 


Damit wird 


oder 


5! 717 917 


u2 us 
£=4 > —, 2 = sf) 
20 iO oe get 
in dritter Naherung 
ur Due 1 4 3 
Z=uU— 5 SA es 4. 2=...——#, g=ut 
20 535 400 + 525 ers 7 age ea 
SchlieBlich bis auf Glieder fiinfter Ordnung 
u> 2u3 13 u4 
2=4u a 


20 525 Sia oes 


Aus l/ und s findet man zunachst uw, mittels der umgekehrten Reihe z, 
und aus z kann die Konstante a berechnet werden. 


§ 48. Aufgaben zum 5. Kapitel. 


1. Durch mehrmaliges Bilden des arithmetischen Mittels zweier 
Naherungswerte ist die Reihe 


1 Lat 
Sep ttle EM 


auf sechs Dezimalen zu summieren. 
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2. Nach dem gleichen Verfahren ist die Reihensumme 


1 1 


1 * (—1)" 
1 Sok eae at. (a=2= 75) 


auf fiinf Dezimalen zu berechnen. 

3. Eine epidemische Krankheit ist von der Art, da8 jeder Patient 
zwei Tage krank daniederliegt. An jedem der beiden Tage steckt der 
Patient k andere Personen an, wo k als Durchschnittswert nicht not- 
wendig eine ganze Zahl zu sein braucht. Jede angesteckte Person wird 
am folgenden Tage krank und steckt dann an den beiden Krankheits- 
tagen je & neue Personen an. Am ersten Tage sei die Gesamtzahl der 
Kranken @,, von diesen sollen ka) noch am zweiten Tage krank sein. 
Wie groB ist die Gesamtzahl der Kranken am nten Tage? 

Welchem Wert strebt a, fiir groBe Werte von m zu? Welchen 
Wert mu8 k haben, damit a, einem konstanten Werte zustrebt? 

4. Die Funktionen cos und sin sind abwechselnd fiir die Vielfachen 
des Winkels & zu berechnen: sin & = 0°05. 

5. Von einem flachen symmetrischen Parabelbogen ist die Spann- 


weite 1 und die Lange s gegeben, der Parameter in der Gleichung 
2 1 2 
y= = ist zu berechnen. | Entwicklung von v = (5) nach Potenzen 
= #) 6 
von “= ets ; | Welchen Wert erhalt fiir s = a1? 


Sechstes Kapitel. 


Gleichungen mit einer Unbekannten. 


§ 49. Lésung durch tabellarische Berechnung. 


Unter den Lésungen der beliebigen Gleichung 
f(x) =0 


sind die Werte von x zu verstehen, durch die die Gleichung erfiillt wird. 
Wir k6nnen die Gleichung f(x) =0 geometrisch deuten, wenn wir die Funk- 
tionswerte als Ordinaten zu den Abszissen x auftragen. Die Lésungen 
der Gleichung / (x) = 0 sind die Schnitt punkte der Kurve mit der x-Achse. 

Liegen die Funktionswerte in einer Tabelle geordnet vor, so lassen 
sich Naherungswerte fiir die Losungen durch Interpolation finden. Man 
sucht zwei benachbarte Stellen in der Tabelle auf, zwischen denen 
f (x) sein Vorzeichen wechselt, und interpoliert zwischen beiden Werten 
unter der Annahme, daB die Anderungen von f(x) denen von x propor- 
tional sind. Geometrisch gesprochen bedeutet diese Annahme, daf wir 
die Kurve zwischen den beiden Punkten durch ihre Sehne ersetzen 
und deren Schnittpunkt mit der x-Achse aufsuchen. Haben die beiden 
ieee oe BONSAI %1, VY, und %, Ye, So betragt der Anstieg der 


Sehne 2—? . Von der Ordinate y, bis zu dem Schnittpunkt der Sehne 
mit he x- Ee i liegt also auf der x-Achse das Stiick 
ey Oey 
Tete He 5 


Somit finden wir fiir den gesuchten Naherungswert 
5 emi sly A A ee OA 
se Saat aia fa REY agcric mylyieeV 

Ist die Kurve keine gerade Linie, so entsteht durch die Benutzung 
der Sehne ein Fehler, der aber bei einer Kurve mit stetiger Richtungs- 
anderung fiir ein hinreichend kleines Intervall sogar im Verhaltnis zur 
Intervallange beliebig klein wird. Berechnet man fiir den gefundenen 
Naherungswert x, den Funktionswert y3;, so kann man diesen Punkt 
in Verbindung mit einem der beiden friiheren oder einem neuberechneten 
Punkte wiederum zur Berechnung eines neuen Naherungswertes benutzen, 
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dessen Fehler kleiner ist, da die Intervallange abgenommen, hat. So 
fahrt man fort, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. 
Betspiel: xlogx —1=0. 
Fir x <1 ist x log» negativ, es kénnen also nur Werte gréBer als 4 
in Betracht kommen. 


Me « log x 


Oss 
+ 0°4314 


| 
| — 1°0000 
| 


Eine Lésung der Gleichung liegt demnach zwischen x, = 2 und x, = 3, 
denn die zugehoérigen Funktionswerte y, = — 0°3979 und y, = + 0°4314 
haben verschiedenes Vorzeichen. Wir finden 


__ 2+0°4314 + 3 + 0°3979 
SsC0°43.1'4 + 0:3979 


Der zugehérige Funktionswert ist 
V3 = 0°9784 —1 = — 0°0216. 


Da x logx wachst mit zunehmendem %, so mu die gesuchte Losung 
groBer als 2°48 sein. Wir erhalten ftir 


= 2°48. 


7 


ue x log x |v = «loge —1 


2°50 0°9948 —0°0052 
D252) 070115 + 0:0115 
Differenz 0°02 + 0'0167 


Damit wird 


%, = 2°50 + 0:0052- 


0:02 
0:0167 
Fine genauere Berechnung der Wurzelist nur unter Benutzung mehr 
als vierstelliger Logarithmen méglich. Der Funktionswert wird 
y, = + 0°0000 1322. 
AnschlieBend ergibt sich die Tabelle 


= 2°50 + 0°0062 = 2°5062. 


x | x log x | y =xlogx —1 | Diff. 


2°5061 | 0°9999 2989 | —0°0000 7011 83393 
2:5062 | 1:0000 1322 | + 0:0000 1322 8331 
2°5063 | 1:0000 9653 | + 0°0000 9653 


Aus dem Verhalten der Differenzen kann man schlieBen, daB- sich 


; 1 

die Funktionswerte proportional zu x andern bis auf weniger als 7555 
ihres Betrages. Wir finden 

1 

Ke 2.9002 — 0:0000 1422 


0°8333 


= 2°5061 8413. 
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In der Tat wird ys = 0°0000 0000... 


DaB diese Losung die einzige Wurzel der gegebenen Gleichung ist, 
erkennt man aus der Betrachtung des Differentialquotienten. So lange 
der Differentialquotient endlich bleibt und nur Werte cines Zeichens 
annimmt, bewegt sich die stetige Funktion mit wachsendem % nur in 
einer Richtung. Sie nimmt dann jeden Wert nur einmal an. In unserem 
Beispiel ist der Differentialquotient 


logx + loge, 
also positiv fiir alle Werte x > 1/e. 


§ 50. Das Newtonsche Verfahren. 


Anstatt die Kurve durch eine Sehne zu ersetzen, kann man auch die 
Tangente benutzen. Ein Naherungswert einer Wurzel der Gleichung 
sei x,, der entsprechende Funktionswert y,. Die in diesem Punkte 
gezogene Tangente hat die Gleichung 


Y— y= Vi (% — %), 
wenn y; die Ableitung im Punkte x,, y, bedeutet. Der Schnittpunkt der 
Tangente mit der x-Achse erhalt den Wert 
ends 
yin 
Bezeichnen wir die Verbesserung — 2+ mit 6,, so ergibt sich ein 
neuer Naherungswert pore wee 
Fir ihn wird 
/ Ot ow 
f(x, + 46;) =f) + 6,f (4%) + orl (x, + 7 0;) 
Ot yy 
seal + 36,),.. wo OSV =—1; 


en 


also klein von 2.Ordnung in 6,. Mit dem neuen Naherungswerte x, 
berechnen wir eine neue Verbesserung 


und fahren so lange fort, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. 
Ist man dem Wurzelwert schon recht nahe, so wird die Genauigkeit 
bald sehr groB. Da die Verbesserung 6 in der Regel nur auf wenige Stellen 
berechnet zu werden braucht, geniigt es, y und y’ jedesmal nur mit 
geringer relativer Genauigkeit zu berechnen. 
1, Beispiel: xlogx —1=0. 
Wir wahlen als Naherungswert x, = 2: 
y =xlogx —14, 


y’= logx + loge. 
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Fir die Berechnung der Wurzel ergibt sich folgende Tabelle: 


x ys y’ 6 
2 — 0:398 OF735 4- 0°54 
2°54 + 0°0282 0°839 — 0°0336 
2°5064 + 0°0001 799 0°833 — 0'0002 16 
2°5061 84 — 0°0000 0010 0°833 + 0°0000 0012 
2°5061 8412 


Die letzte Stelle ist um einige Einheiten unsicher, da nur achtstellige 
Logarithmen benutzt worden sind. 

Wieweit man berechtigt ist, die Kurve durch ihre Tangente zu ersetzen, 
erkennt man aus den Anderungen von y’. Da sich y’ mit den hingeschrie- 
benen Ziffern zuletzt nicht mehr andert, sind die Anderungen von / (x) 
denen von x bis auf weniger als ein Promille ihres Betrages proportional. 

Man erkennt, da die Benutzung der Tangente statt der Sehne 
schneller zum Ziel fiihrt, vorausgesetzt, daB y’ nicht umstandlicher 
als y zu berechnen ist. 

2. Beispiel: tex =x. 
Wir schreiben, um den Differentialquotienten bequemer bilden zu kénnen: 

y = sinx — x cOS% , 
Vi we SiN A 


Da f(—x) = — f(x) ist, brauchen wir nur die positiven Wurzeln aufzu- 
suchen, denn zu jeder positiven Wurzel gehort eine negative vom gleichen 
absoluten Betrage. AuSerdem ist x = 0 eine Lésung der Gleichung. yy’ 


wechselt sein Vorzeichen in den Punkten 7, 27, 3,... Dementspre- 
chend hat y Maxima in den ungeraden, Minima in den geraden Vielfachen 
von z. Im Maximum ist y =~, im Minimum y = — x. Zwischen Maxi- 


mum und folgendem Minimum liegt ebenso wie zwischen Minimum und 
folgendem Maximum jedesmal eine und nur eine Wurzel der Gleichung, 
da y’ jedesmal in dem betrachteten Intervall sein Zeichen nicht andert. 

Um z. B. die Wurzel zwischen 2 und 2 2 zu bestimmen, setzen wir 
%,=1°5 % = 4°712 als erste Naherung. Es ergibt sich folgende Tabelle 


x y af ry 
peste =r — 4°712| —0-212 
2 
Py — 00289 — 4:399 | —0:0065 7 
44934 
ee —.0000 794 | — 4:386| —0-0000 181 
44934119 | 
257° 27" 12/74 | —9°0000 1070 | — 4-386 | — 0.0000 0243 
4'4934 0947 
257°27! 12!'233 
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Zuweilen ist die Bildung der Differentialquotienten derart um- 
standlich, daB eine genaherte Berechnung zweckmaBiger erscheint. Man 
berechnet mit f(x) zugleich die Anderung f (% + A) — f (x), wobei 
fiir h eine kleine GréBe, etwa die Einheit irgendeiner Dezimale an- 
genommen wird, Dann ist y’ genahert gleich 

f(* + A) —f() 
; :; 

Besonders dann ist diese Rechnung bequem, wenn f (x) aus einer 
Summe von Gliedern besteht, deren Werte aus fertigen Tabellen ent- 
nommen werden. 

Sind dagegen auch die héheren Ableitungen leicht zu bilden, so kann 
es mitunter zweckmaBig sein, in der Reihenentwicklung weitere Glieder 
zu._beriicksichtigen: 

O=f(%) + 0,f (%) + a Sh kare 
Durch Umkehrung der Reihe 
Pee ey eC hc OT Re Se 
i Vin) Baal ieee wa Ua 
findet man 0, viel genauer als es nach der einfachen Newtonschen Regel 
médglich ist, besonders dann, wenn die Verbesserung 0 bereits klein ge- 
worden ist. 
Beispiel : Die Wurzel der Gleichung 
x4 — 3x3 + 8x25 =0 
in der Nahe von x = 1 ist genauer zu berechnen. 
Wir bilden aus yy eet Bs 2 Byes 
y’ =4x8 — Ox? + 16% 
y’" =12x%7 —18% +16 
yy’! = 24% — 18 
es 2A 


und setzen x, =1, es wird 


=1, y=, yf=10, W= 
und damit es ) v4 


6, = — 0°0947 
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Fir den zweiten Naherungswert 


%y = x, + 6, = 0°9050 


wird 
y = — 0'00065092 4375 
ye ==" -40'0736455 
vy" = 95383 
AEE eas Gg 
yi" — 24 


Damit erhalten wir, wenn wir die Reihe bis zu Gliedern dritter Ordnung 
ausdehnen: 


0. = 0°0000 6461 6565 572 — 0°4734 2841 03 — 0':0615 03. 
Durch Einsetzen des genaherten 6, in die rechte Seite finden wir 


0°0000 6461 6565 572 
— 1976 706 
—17 
0, = 0°0000 6461 4588 849 
0'0000 6461 6565 572 
— 1976585 
—47 
do = 0°0000 6461 4588 970 
Damit wird auf 14 Dezimalen 
% = 0°9050 6461 458897. 


§ 51. Lésung durch Iteration. 


LaBt sich die Gleichung, deren Wurzel berechnet werden soll, auf 


die Form bringen 1G) (0) 


so kann man einen Naherungswert x, der Wurzel zur Berechnung eines 


zweiten Naherungswertes Xn = 9 (%) 


benutzen. Den zweiten wieder zur Berechnung eines dritten usw. Es 
fragt sich, ob die aufeinanderfolgenden Naherungswerte die Wurzel 
jedesmal genauer darstellen als die vorhergehenden. 

Bezeichnet x die Wurzel selbst, so erhalt man durch Subtraktion 


der beiden Gleichungen “= (x), 


die Gleichung Xe = Y (%y) 


% — Hig = Y(%) — (My) = (X— MPL +O (% — mI, wo O= v= 1” 


Ist die Ableitung der Funktion ¢ (x) in dem Intervall vom Naherungs- 
wert bis zur Wurzel selbst absolut kleiner als ein echter Bruch m, so wird 


|x —%|<[e—a|m. 


156 Gleichungen mit einer Unbekannten. 


Weiter ist dann 
|x —%,|< |x —x.|m<|x —-x,|m?. 

Allgemein wird also der Fehler der »+-1ten Naherung kleiner als das 
m”-fache des Fehlers des ersten Naherungswertes. 

Ist dagegen die Ableitung der Funktion ¢ (x) gro8er als ein unechter 
Bruch, so gelangt man durch Betrachtung der inversen Funktion 

WA 05 

zu einem konvergenten IterationsprozeB, denn es ist wy’ (x) = wy 
il. Beisprel. “ — 20° —10%7 -+1=0. 


Wir kénnen die Gleichung schreiben: 


x= Vi— 2 +i 47, 
Die Gleichung hat, wie man durch Einsetzen findet, eine positive Wurzel 
kleiner als 1. Wird als erste Annaherung x = 0 genommen, so ergibt 


sich die folgende Annaherung 
x= Vi =0°316. 
Benutzt man diesen Wert, so ergibt sich als nachste Annaherung 
== 041528. 
Damit wird die folgende Annaherung 
x% = 03152903 
x = 0°31529008 . 


Man bemerkt, daB® die Naherungswerte abwechselnd zu groB und 
zu klein sind. Das mu offenbar immer der Fall sein, wenn q’ (x) in der 
Nahe der Wurzel negativ ist. In unserm Beispiel ist 


und daraus schlieBlich 


{Oe eeu 
vee 2Vo1 — 0245+ 01277 
Fuir den Wurzelwert also 
3 
¢ (x) =— > +035 x5 = — 00146. 


Daraus folgt, daB z.B. nach vier Schritten der Fehler des Naherungs- 


seines anfanglichen Betrages herab- 


: 1 
wertes auf weniger als Pea Mienee” 


gesunken ist. 

Diese Rechnungsart 1aBt sich auch bei transzendenten Gleichungen 
haufig mit Vorteil benutzen. Manchen astronomischen und physikali- 
schen Rechnungen liegt sie ebenfalls zugrunde. Haufig sind hier kleine 
Korrektionen anzubringen, die die unbekannte GréBe selbst aber nur 
schwach enthalten. Man ermittelt einen genaueren Wert der Unbekann- 
ten, indem man die Korrektionsglieder fiir einen Naherungswert be- 
rechnet. 
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2. Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung 
tex =% 
liegen, wie oben fiir die Gleichung 
sinx — x cosx =0 
gezeigt wurde, zwischen den ganzzahligen Vielfachen von x. Wir wollen 
die Wurzel zwischen 2 und 3 a genauer berechnen. Da der Differential- 
quotient von tg niemals kleiner als 1 ist, mu8 man die Gleichung in der 
inversen Form schreiben 
5G = CUO LIE 
Der Differentialquotient der rechten Seite ist jetzt 


1 
jh sk gghi © 


wird also fiir groBe Werte von x sehr klein. 
Fiir die Wurzel in der Nahe von = ist der Differentialquotient 
etwa =. bei jedem Schritt vermindert sich der Fehler auf 77 seines Be- 


trages. Wir beginnen mit dem Werte x, = ma = 7354. 


x arc tg ¥ 
7°854 | 442° 457 
Iai ES Repel aces 
7°7252 8 AAD 372764 
if F252 32H 442° 37’ 27574 
PSD SOU || BONS “oe ali sae 


§ 52. Anzahi und Lage der reellen Wurzeln einer 
rationalen Funktion. 


Wenn von vornherein keine Naherungswerte fir die reellen Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung bekannt sind, so geht der eigentlichen 
Berechnung das Aufsuchen von rohen Naherungswerten voraus. Wir 
wollen zunachst die Frage nach der Anzahl der reellen Nullstellen einer 
ganzen rationalen Funktion untersuchen. 

Es zeigt sich zunachst, daB wir schon aus den Vorzeichen der Koeffi- 
zienten einer ganzen rationalen Funktion gewisse Schliisse auf das Vor- 
kommen ihrer Wurzeln machen konnen. 

Ist bei der Berechnung des Wertes einer ganzen rationalen Funktion 


Ay Xa OI. ayy hay, 
nach dem Hovnerschen Verfahren 


Gum, 0g 4 Abpea en 
— pag phy _ pono On—1 
by by by ----On-1 On=Elh) (Oo = 49) 
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die GréBe p positiv, so kann das Vorzeichen von 6, = a, + £6,_, nur 
dann von dem Vorzeichen von a, verschieden sein, wenn a, und 8, _, ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben. Haben also b,_, und a, das gleiche 
Vorzeichen, so haben auch },_, und 0, das gleiche Vorzeichen. Haben 
b,_, und a, entgegengesetztes Vorzeichen, so kénnen 0,_, und 6, das 
gleiche Vorzeichen haben. Beim Ubergang von 6,_,4, zu },_,6, muB8 
also eine Zeichenfolge wieder eine Zeichenfolge ergeben, ein Zeichen- 
wechsel kann erhalten bleiben, kann aber auch in eine Zeichenfolge 
iibergehen. Zeigen die Vorzeichen von b,_, a4, 4,4, zwei Zeichenwechsel, 
so kénnen die Vorzeichen von 6,_, 6, 4,,1 entweder auch zwei Zeichen- 
wechsel aufweisen (wenn namlich 6, das gleiche Vorzeichen hat wie a,) 
oder beide Zeichenwechsel sind in Zeichenfolgen tibergegangen. Zeigen 
die Vorzeichen von b,_, 4, 4,4, einen Zeichenwechsel, so weisen auch die 
Vorzeichen von 6,_,6,4,,, einen Zeichenwechsel auf, gleichgiiltig, ob 
a, und 6, gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Zeigen 
die Vorzeichen von b,_, 4,4,,, keinen Zeichenwechsel weder von 0,_, 
zu a, noch von a, zu a,,, , so weisen auch 0,_, 0, a,,, keinen Zeichen- 
wechsel weder von b,_, zu 6, noch von 0, zu a,,, auf. Mit anderen 
Worten: beim Ubergang von 0,_,4,a,,,; zu 6,_,6,a,,, kann die 
Zahl der Zeichenwechsel dieselbe bleiben oder sie kann sich um zwei ver- 
mindern. 


Der Ubergang von der Reihe ay a, dy... @, 441 «-+ Gy ZU dy d, dy... 
b, @,44++.@, wird nach dem Hornerschen Schema nun in einzelnen 
Schritten 0,24 1¢,@,44)-2U0e0, 2 05a, , 4 (t= 4e2, -.. 4) Pemachteme ic 


Anzahl der bei je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Reihe vor- 
kommenden Zeichenwechsel kann sich dabei also niemals vermehren, 
sondern kann nur entweder die gleiche bleiben oder sich um eine grade 
Zahl vermindern. Das gilt auch noch, wenn einzelne Glieder der Reihe 
verschwinden, vorausgesetzt, daf man sie bei der Zahlung der Zeichen- 
wechsel so behandelt, als ob sie nicht da waren. Wenn namlich 6, _, ver- 
schwindet, so ist b,_;4@,a,,, identisch mit 0,_, b,a,,,; wenn a, ver- 
schwindet, so stellt 6, _, 0, eine Zeichenfolge dar, und daher hat },_ 104,41 
ebensoviel Zeichenwechsel wie b, _, 6, a,,.; wenn endlich b, verschwindet, 
so miissen 0,_, und a, entgegengesetztes Vorzeichen haben, und dann 
hat 6,_,04,,, entweder ebensoviel oder zwei Zeichenwechsel weniger 
als by Gy ayy) « 

Wir wollen annehmen, daB x = 0 keine Wurzel der Gleichung sei. 
Ware es der Fall, so kénnten wir den Faktor x aus der ganzen rationalen 
Funktion wegheben und den iibrigbleibenden Quotienten betrachten. Es 
sel nun nach dem Hornerschen Verfahren der Ubergang von 


Goby do ee net ay 
By by be eo 3 bats 


gemacht, wobei gar keine oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln 


zu 
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verloren sei, und nun werde der letzte Schritt von b,_1 a, zu b,_1 by ge- 
macht. Wir wollen voraussetzen, daB auch p keine Wurzel der Gleichung, 
also 6, von Null verschieden sei. Beim Ubergang von by -1 an ZU bn — 1 bp tritt 
keine Anderung in den Vorzeichen ein, wenn 0,1 und a, das gleiche 
Zeichen haben. Wenn sie dagegen entgegengesetztes Vorzeichen besitzen, 
so geht dieser Zeichenwechsel dann und nur dann beim Ubergang 2u.bp - 1 bn 
verloren, wenn 0, das entgegengesetzte Zeichen hat wie a,. Zusammen- 
fassend kénnen wir also sagen: Beim Ubergang von a,a@,... an ZU 
by 6, ... bn werden, wenn a, und b, entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren. Wenn sie das 
gleiche Zeichen haben, so werden keine oder eine gerade Anzahl von 
Zeichenwechseln verloren. 

Rechnet man nach dem Hornerschen Verfahren weiter, um die Ent- 
wicklung der ganzen rationalen Funktion nach Potenzen von « — p zu 
finden, so gelten ahnliche Betrachtungen 


PM ieah oe Tah, =e) 


Co Cy Cy--+++ Cy-1 = 83 (P) Co = bg = %- 


Beim Ubergang von 0)0,... bn ZU CoC... Cn-1bn gehen entweder keine 
oder eine gerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren. SchlieBlich ergibt 
sich daher das Resultat, da8 beim Ubergang von 


dg Ga tn 


d. h. zu den Koeffizienten der Entwicklung nach Potenzen von x — #, 
wenn a, und g(f) verschiedenes Vorzeichen haben, eine ungerade An- 
zahl von Vorzeichen verlorengeht, im andern Falle keins oder eine grade 
Anzahl. 

Liegen nun zwischen x =a und x = 0 (b>) 4 einfache Wurzeln, 
die nach der GréBe geordnet mit x, x....%, bezeichnet sein mdgen, so 
wahlen wir #, zwischen x, und %,; f, zwischen x, und x, usw. ,_, ZWi- 
schen x,_, und x,. Beim Ubergang von 


&n(@) Gn-1(@)--- 81 (4) 8 (4) WU gn (D1) &n—1 (Pr) - - - 81 (Pr) 8 (Ar) 


geht dann eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln verloren; ebenso 
beim Ubergang von 


€n (Pa) On-1\Pu)--- (Ps) ZU gn (Da +1) &n-1 (Pati) +++ & (Pata) 


und von 


n (pr -1) Rpt (Pasi) #2) S g (pi-1) Zu Bn (0) &n—1 (0) UU g (b), 
d. h. beim Ubergang von 
Bn (4) &n-1(4) --- 8 (a) 20. &n(b)&n-1 (6) -- - 8 (0) 


zu 


160 Gleichungen mit einer Unbekannten. 


gehen 4 oder 4 plus einer geraden Zahl von Zeichenwechseln verloren. 
Mit andern Worten: die Zahl der Wurzeln zwischen a und 6 ist gleich der 
Anzahl der verlorenen Zeichenwechsel oder um eine gerade Anzahl kleiner. 
Beim Ubergang von a)a@,...@n ZU 0yb,... bn (bo = a) erhalten 
fiir einen hinreichend grof8en positiven Wert von # offenbar alle b das- 
selbe Vorzeichen; denn b, = a, + 0, p erhalt bei hinreichend groBem p 
das Vorzeichen von by, bg = a, + b, p das Vorzeichen von 6, usf. Die 
Anzahl der Wurzeln zwischen 0 und # kann also nicht groBer sein als die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Koeffizienten a) a, ... Gn 
und es kann keine positiven Wurzeln geben, die grofer als p sind. 
(Cartesisclte Zeichenregel.) 
1. Beispiel: Die Gleichung 
m4 — 3x%2°+8x%7—5=0 
besitzt drei Zeichenwechsel, sie hat also eine oder drei positive Wurzeln. 
Das Hornersche Verfahren liefert fir p = 1 
1 258 et to EES 
1 2,556 6 
We 6 6 1 


Ae ieeS 
dip eal Rowet4 
4 


4 0) Sy el 1 

Es liegen also zwischen 0 und 1 drei oder eine Wurzel, tiber 1 keine. 

Um zu entscheiden, ob drei oder eine Wurzel zwischen 0 und 4 liegen, 
betrachten wir die Ableitung 

4x%>—QOx2?4+ 16x. 
Das Vorzeichen stimmt fiir positive Werte von x mit dem von 
4x7 —9Qx+ 16 

uberein. Das positive Glied 16 ttberwiegt in dem Intervall 0 bis 1 das 
negative. Glied —9x%. Die Ableitung hat daher nur positive Werte. 
Daher gibt es nur eine positive Wurzel. 

Ersetzt man « durch —x, so entsteht die Gleichung 

HEF ot 8 iS lee 

Aus dem einen Zeichenwechsel schlieBt man, daB eine und nur eine 
negative Wurzel vorhanden ist. 

on Beispiel: x? —2x%5—10x?41 =Q. 
Aus der Zahl der Zeichenwechsel schlieBt man, daB zwei oder keine 
positive Wurzel vorhanden ist. Da wir bereits eine positive Wurzel im 


vorhergehenden Paragraphen berechnet haben, mu8 noch eine weitere 
positive Wurzel vorhanden sein. 
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Ersetzen wir x durch — x, so entsteht die Gleichung 
St eA OEE {tO 


mit drei Zeichenwechseln. Die Gleichung hat also eine oder drei negative 
Wurzeln. 


Das Hornersche Verfahren ergibt fiir p = 


=40e Di Ip Maen ee On ant 
Wi Sk ae ng hams ie ee 

==((e SSG om chapel tka BRE n ae ome peer 
ee ie ee We ees 

2 = ee ee apa 


—1 —3 —4 —4 —3 —144 —17 —8 


Hier sind schon alle Zeichenwechsel verloren, Es gibt also unter — 14 
keine negative Wurzel. 

Um zu entscheiden, ob in dem Intervall — 1 bis 0 drei oder nur eine 
Wurzel liegen, betrachten wir die Ableitung 


(7 x® —10%3 — 20) x. 


Da das positive Glied —10 «8 in dem Intervall nicht gréBer als 10 ist, so 
kann es das Vorzeichen der Klammer nicht positiv machen. Mithin ist 
die Ableitung in dem Intervall nur positiv und daher gibt es nur eine 
negative Wurzel. 

Gelingt es allgemein, ein Intervall so abzugrenzen, daB die Reihe 
der Funktion mit ihren Ableitungen gerade einen Zeichenwechsel verliert, 
so kann man mit Sicherheit folgern, daB in diesem Intervall gerade eine 
Wurzel der Gleichung liegt. 

Diese Abgrenzung ist jedoch nicht immer mdglich. Darum ist es 
wertvoll, ein Verfahren zu besitzen, das die Frage nach der Zahl der 
Wurzeln in einem Intervall vollkommen sicher zu entscheiden gestattet. 

Wir betrachten wieder die ganze rationale Funktion 


gs) = agx + agape te. fag t ae + ay. 


Ihre Ableitung wollen wir mit g, (x) bezeichnen, Hat g (x) eine mehr- 
fache Nullstelle, so mu an dieser Stelle auch g, (x) verschwinden. Es 
miissen g (x) und g, (x) einen gemeinsamen Teiler besitzen. Die Frage 
nach einer mehrfachen Wurzel 1a8t sich also auf die Frage nach dem 
gemeinsamen Teiler zuriickfiihren, denn die mehrfache Wurzel mu 
auch Wurzel des gemeinsamen Teilers sein. 

Der gemeinsame Teiler zweier Funktionen laBt sich durch die 
Kettenbruchentwicklung (§ 41) ermitteln. Im Gegensatz zu der friiheren 
Schreibweise bezeichnen wir jetzt den Rest bei der Division von g (x) 


Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 11 
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durch g, (x) mit —g, (x). Den Rest bei der Division von g, (x) durch 
£2 (x) mit — gg(x) usw. 
& (x) = 41 81 (*) — 82 (*) 


0 0 eB eels) Cte ew 67, oF) 0 (9 els) 0 €, 6, #1062 Le eLe 


Em-2 (x) = YIm-1 8m-1 (x) es &m (*) O 
Die Grade der Funktionen g (x), g, (x), go (*), ... mehmen standig 
ab. SchlieBlich wird g,, (x) eine von Null verschiedene Konstante, wenn 
g(x) und g, (x) als teilerfremd vorausgesetzt werden. Wir betrachten 
nun die Zeichenwechsel der Reihe 


& (x), 81 (), 82 (*) «++ 8m (*) - 
Je drei von ihnen sind durch eine Gleichung 


Bi-1 (%) = 9281 (*) — Bass (4) 

miteinander verbunden. Wir lassen x wieder ein Intervall von a bis } 
durchlaufen. Wenn an einer Stelle g, («) verschwindet, so ist hier 
£2,-1 (*) = — £141 (x). Beide benachbarten Funktionen haben hier also 
entgegengesetztes Vorzeichen. g,_, (x) und g,,, («) koénnen an dieser 
Stelle nicht auch verschwinden, sonst ware dieser Wert von x eine ge- 
meinsame Wurzel von g, (x) und g,.; (x), somit auch von g (x) und 
g, (x). Beide Funktionen waren nicht teilerfremd. 

Geht also eine innere Funktion der Reihe durch Null hindurch, so 
tritt dabei weder ein Gewinn noch ein Verlust an Vorzeichenwechseln ein. 

Nur wenn g (x) selbst sein Zeichen wechselt, verringert sich die Zahl 
der Zeichenwechsel um eins. Denn g (x) geht von negativen zu positiven 
Werten tiber, wenn die Ableitung g, (x) positiv ist und von positiven zu 
negativen Werten, wenn g, (x) negativ ist. Somit erhalten wir den 

Sturmschen Satz: Die Anzahl der reellen Nullstellen der Funktion 
g (x) im Intervall von a bis 6 ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, 


die die Reihe O(c) G rey Ce) peg Cree emer) 


in diesem Intervall verliert. 
Beispiel: Die ganze rationale Funktion 

g («) =x? — 2x5 —10x7 41 
besitzt die Ableitung 

g, (x) = 7x — 10.x%4 — 20x. 
Aus beiden ergibt sich die folgende Kettenbruchentwicklung. Die Po- 
tenzen von x sind durch die Stellung der Koeffizienten angezeigt. Die 
Rechnung kann mit dem Rechenschieber besonders bequem durch- 
gefiihrt werden. Die letzte Stelle ist zwar nicht mehr sicher; sie ist aber 
fiir die Entscheidung tber das Vorzeichen auch nicht erforderlich. 


§ 52. Anzahl und Lage der reellen Wurzeln einer rationalen Funktion. 163 


1 0 <2} 


0 (6) = 10 0 1 
iO) amir ipyo) 0) 0 OS 7 0 
— g,(*) =—0°571 0 0 ee -443 0 1 
i (6) —10 (0) 0 0) 0 
7 ZO (0) 87°5 (0) == POs 
—g,(x)=—10 —87'5 0) — 7°75 0 
0°571 a) (0) 7143 0 =f 
07571 5 0 0°443 (0) 
== § (0) 6'7 (0) rl 
aS Ro SS ase) O — 3°875 (0) 
— 84 (*) = 43°75 6°7 3°875 aay 
10 87°5 0) eas 0 
10 APG i 0°886 — 0'229 
85°969 — 0°886 7979 O 
85°969 13°166 7614 — 1°965 
— g;(*) =— 14052 0°365 1:965 
— 43°75 — 67 — 3°875 1 
— 43°75 1°136 6108 
— 7836 = | SOK 1 
7°836 0:204 1:096 
— £4 (¥) = — 10°197 — 0°096 
14:052 — 0°365 — 1°965 
14:052 0°132 
— 0°497 — 1°965 
== 0407  —Oxcos 
—g, (7) = — 1°960 


Somit ergeben sich fiir die Sturmsche Kette die folgenden Funktionen: 
g (%) =*7—2x> —10x7 +1, 
€)@) = 724% — 10%4 — 20%, 

Ga (4) = O571 P7145 42 — 15 

83 (%) = 1044 + 87°55 42+ 7-75 x, 

Cal ee 5 OO Kee O75 Te Ae 

} = 14:052%? — 0°365 x — 1°965., 

gq (x) = 10°197% -+ 0:096 , 


Fiir verschiedene Werte x haben die einzelnen Glieder der Kette die 
folgenden Vorzeichen 


Zeichen- 
x g 81 §2 &3 §4 85 &6 89 wechsel 

—— ee Ct 
— oo = =f a f= VF ai a =e 5 
—1 = =e Si = =} = — ate 5 
0 ae (6) — ) Sie = ta ae 4 
4 te + cm fb = + ia a 3 
2 ab ae ae ae f ap 2 
oo she de an ap me =p = in 2 


Wee 
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Die Kette verliert zwischen — co und + oo drei Zeichenwechsel, die 
Gleichung besitzt also drei reelle Wurzeln, und zwar je eine zwischen 
—41 und 0, zwischen 0 und 4 und zwischen 1 und 2. 


§ 53. Das Graeffesche Verfahren fiir Wurzeln mit 
verschiedenen absoluten Betragen. 


Wenn alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung, sowohl die reellen 
als auch die komplexen berechnet werden sollen, so ist ein von Graeffe 
angegebenes Verfahren zweckmaBig, das sich von den bisherigen Metho- 
den wesentlich unterscheidet. Das Graeffesche Verfahren tihrt unmittel- 
bar und mit beliebiger Genauigkeit gleichzeitig zu allen Wurzeln der 
Gleichung, ohne da® eine vorhergehende Untersuchung der Gleichung 
oder die Kenntnis von Naherungswerten erforderlich ist. 

Der leitende Gedanke ist der, daB man durch einfache Rechnung 
aus den Koeffizienten der Gleichung die Koeffizienten einer anderen 
Gleichung ableiten kann, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der 
gegebenen Gleichung sind. Aus dieser Gleichung kann man auf dem 
gleichen Wege zu einer weiteren Gleichung gelangen, deren Wurzeln 
die vierten Potenzen der Wurzeln der ersten Gleichung sind. Fort- 
fahrend findet man nacheinander Gleichungen, deren Wurzeln die 8., 
16., 32.... Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. 

Wir nehmen nun an, daB die Wurzeln der gegebenen Gleichung alle 
dem absoluten Betrage nach voneinander verschieden und reell sind. 
Dann werden die Wurzeln der abgeleiteten Gleichungen immer mehr aus- 
einandergezogen werden in dem Sinne, da8B die absolut kleinste Wurzel 
ein immer kleinerer Bruchteil der nachstkleinsten wird, diese wieder ein 
immer kleinerer Bruchteil der folgenden usw. 

Wenn die Wurzeln einer Gleichung 


Ag X” = Ce Ae <f Ce a =f tne = Agere + An-1% + a, =0 


auf diese Weise auseinandergezogen sind, dann lassen sie sich héchst 
einfach aus een Koeffizienten berechnen. Denn die Summe aller Wurzeln 


ist gleich an die Summe aller Produkte zu i zweien gleich “2, die 
ay’ 
Summe aller Produkte zu je dreien gleich —— usw. Sind die Wurzeln 
4 


der GréBe des absoluten Betrages nach geordnet x,, %2, %3, %4,++-%n, 

dann wird, wenn x, groB gegen x,,%3, ... Xnist, dieSummex,-+%3+... 

-+ ¥, nur einen kleinen Bruchteil von x, betragen. Bis auf diesen Bruch- 
teil ist also ay 
ta, 

Wenn ferner x, und x, gro8 sind im Vergleich zu allen ubrigen 

Wurzeln, dann wird unter allen Produkten zu je zweien das Produkt 


*,%_ alle tibrigen Produkte so stark tiberwiegen, daB bis auf einen 
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relativ kleinen Fehler ay 
Nie diby i ee 
ag 


ist. In gleicher Weise ergibt sich bis auf einen relativ kleinen Fehler 


0 
Durch Division mit der jedesmal vorhergehenden Gleichung folgt 
daraus ay 
xy SS tee 
a 
a 
No ——) 28 r) 
2 ra 
a 
X,=—— 
en 


Mit andern Worten: die Wurzeln der Gleichung 
Oy" ay 0") + ag? + ay x8 4. tay X® + dy 1% + dy = 0 
sind bis auf relativ kleine Fehler gleich den Wurzeln der n-linearen 
Gleichungen 
AX + a,=0, Gi Gas — 0, nore Cpa ean SHO 
Die Ableitung einer Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln 
der urspriinglichen Gleichung sind, geschieht nun auf folgende Weise. Ist 


g(x) = ag x” + ayx™-* 4 agx™-F +... pane + aq 
die gegebene ganze rationale Funktion, so multiplizieren wir sie mit der 


Funktion (—1)"g(—«) = ayx” — a,x®-2 4 ayn? —... 


+ (—1)""* ay % + (—1)" aq, 

die aus ihr hervorgeht durch Verwandlung von x in —x%. 

Das Produkt der beiden Funktionen bleibt ungeandert, wenn man 
x durch — x ersetzt; nach Potenzen von x geordnet kann das Produkt 
daher nur gerade Potenzen enthalten. Setzen wir x? =z, so haben wir 
eine ganze rationale Funktion mten Grades ftir z erhalten, deren Null- 
stellen die Quadrate der Nullstellen der Ausgangsfunktion sind. Bei der 
Multiplikation der beiden Funktionen brauchen die sich forthebenden 
Produkte, die zu Koeffizienten von ungeraden Potenzen in x fiihren 
wiirden, gar nicht gebildet zu werden: 


A ay Ay dy 
ae —a, Ay — ds 4 
ap —a as —a 
+24)a —2a,a3 +24,% 
pave = t? @, as 
+2 a % 
by b, bs bs 
Die Summen 8, , 0, , 62, 03, ... der einzelnen Kolonnen sind die Koeffi- 


zienten der neven Gleichung. 
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In den aufeinander folgenden Gleichungen nehmen die Koeffizienten 
bald auferordentlich groBe Werte an. Da es aber nur auf die relative 
Genauigkeit der Koeffizienten ankommt, braucht man nur die ersten 
Ziffern zu berechnen und ihren Stellenwert durch das Hinzufiigen der 
entsprechenden Zehnerpotenz anzugeben. Zur weiteren Abktrzung 
schreiben wir z. B. 443949 statt 4°3949 -10*. 

Beispiel: Die Wurzeln der Gleichung 


5 ye es 3 9 ety re 
Pa bere nein 3xt — 234° -- Stave 944 — 140 = 0 


Wir erhalten fiir die einzelnen Schritte die folgende Tabelle. Die 
Potenzen der Unbekannten sind iiberall fortgelassen. Da die Koeffizien- 
ten der Gleichung fiir — x mit denen der Gleichung fiir x bis aufs Vor- 
zeichen iibereinstimmen, sind die Zahlenwerte in der zweiten Gleichung 
jedesmal fortgelassen und nur die Vorzeichen hingeschrieben worden. 


1. Potenz ‘3 — 213 502 4 + 914 eG) 
Fe — —- =e ii 
4 —019 sf bj aly) —=2 3-601 meen S 21636 mee deena 
416 + 3° 06 ewigayyh Sez o wp) 
FESS 20) HE 
2. Potenz .- =r SE VlOupe OER 23 Daw Srey 
ae ae =F 45 =e 26 
1 —33025 +1054653 —577532 + 480224 —1 8 4641 
+2°046 — 8- 3435 +4: 1035 — 1° 8356 
+ 0° 4011 —O- 1334 
4. Potenz 1 —08979 + 255229 —177828 + 281868 —1 ® 4641 
Se Se ae —_ air aE 
1 —955844 + 6103650 —3141784 + 4167821 —2161436 
+5°0458 — 3°4907 +1° 1034 — 0- 5220 
Z] + 0° 0437 —0- 0029 
8. Potenz 1 —455386 + 2109180 —2140779 + 4162601 —216 1436 
aaa ats ae ae =f 
1 —210599 + 8205147 —4283477 + 48384148 —4325950 
+0:°5836 — 1° 8862 +0° 2486 — 0: 0089 
+ 0- 0009 — 
16. Potenz 1 —14763 + 6206294 —4280691 -++ 1338059 —4325950 
ibd + + + 5 i 
1 —27714795 + 4413949 —1576558 + 3862613 —26 41114 
+-0° 1326" — 0> 1201 =E0- 0024 — 
32. Potenz 14 —2720469 ++ 4412748 —1576534° + 3662613 —2654414 
airy oe ae ae ait a= 
1 —4491898 + 1838274 —2147337 + 41339636 418045986 
+0-0085 — 0° 0007 — == 
64. Potenz 1 —491813 + 1898267 —21147337 +4 11889636 41804580 
ae Ge ale silt ar ail 
14 —1997483 + 31663368 — 72284734 + 12664342 142619874 
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Von der Gleichung fiir die achten Potenzen an beginnt der Einflu8 
der doppelten Produkte gegeniiber dem der Quadrate zuriickzutreten. 
Von der 64. Potenz an hort der Einflu8 der doppelten Produkte ganz auf. 
Weiter zu rechnen wiirde jetzt zwecklos sein, wenn man sich auf fiinf 
Ziffern beschrankt. Denn wenn man aus den Quotienten der berechneten 
Koeffizienten die 64.Wurzeln aus den Quotienten ihrer Quadrate die 
128. Wurzeln zieht, kommt man zum gleichen Ergebnis. Die einzelnen 
Wurzeln sind jetzt so weit auseinander gezogen, daB die Gleichung in 
lauter lineare Gleichungen zerfallt bis auf einen Fehler, der die hin- 
geschriebenen Ziffern der Koeffizienten nicht mehr beeinfluBt. 

Die Berechnung der Quotienten der Koeffizienten fiir die.64. Po- 
tenz und das Ausziehen der 64.Wurzeln geschieht am besten auf log- 
arithmischem Wege: 


Log. d. Koeffiz. log 784 log | x | | x | 
0 
44-621 311 0°697 2080 4°97976 
44-621 311 
38°640 356 0°603 7556 4°01565 
83°261 667 
31°175 084 0°487 1107 3°06980 
114°436 751 
18°590 027 0'290 4692 1:95196 
133°026 778 
61°622 362 — 64 | 0'962 8494 —1 0°91801 
130°649 140 


Die Vorzeichen der Wurzeln kénnen nach dem Graeffeschen Ver- 
fahren nicht bestimmt werden, denn sie sind ja bei der Potenzbildung ver- 
lorengegangen. Nach der Cartesischen Zeichenregel besitzt die Glei- 
chung héchstens drei positive und héchstens zwei negative Wurzeln. Da 
alle fiinf Wurzeln reell sind, wird diese Héchstzahl auch gerade erreicht. 
Man findet leicht durch rohes Probieren, daB die zweite und vierte Wur- 
zel negativ ist. Die Wurzeln sind somit 


x, = +4:97976, 
%_ = + 3:06980 , 
Ha =) — 1595190, 
x, = +0°91801 . 


Zur Kontrolle berechnen wir die Summe der Wurzeln, sie muB gleich 
— <1 sein. Wir finden 2:99 996 an Stelle von 3 und schlieBen daraus, daB 


die ieee Stelle um eine Einheit fehlerhaft sein wird. 

Das Beispiel ist mit mehr Stellen durchgerechnet als in der Regel 
zweckmaBig ist. Da man die gefundenen Werte doch durch Einsetzen 
kontrolliert, so geniigt es, Naherungswerte zu finden, die bei der Kon- 
trolle verbessert werden, 
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§ 54. Wurzeln mit gleichen absoluten Betragen. 


Wenn die Gleichung reelle Wurzeln mit gleichen absoluten Betragen 
besitzt oder wenn komplexe Wurzeln auftreten, die ja bei reellen Koeffi- 
zienten paarweise gleiche absolute Betrage haben, dann kénnen die Wur- 
zeln der abgeleiteten Gleichungen nicht auseinandergezogen werden. Wir 
wollen fiir diesen Fall die Betrachtungen etwas allgemeiner fassen. 


Die Wurzeln %,, %,, %, ... %, der Gleichung 
Ay” ay x1 A ag x2 +... 4 Ang X® + Gy_1% + a, =0 
seien absolut groB im Vergleich zu den tibrigen Wurzeln 4,41, *,+2, 
. %,. Wir wollen zeigen, daB sich dann die Wurzeln %,, x2, ... %, 


nur um kleine Bruchteile ihrer Betrage von den Wurzeln der Gleichung 
Gyx” +ax1+...4+4 1% +4, =0 

unterscheiden, wahrend die Wurzeln %,,1, %,,9,..- %, bis auf kleine 

Bruchteile ihrer Betrage mit den Wurzeln der Gleichung 


Oy H—” be By g HR? 1 4. by 1% + dy = 0 
iibereinstimmen. 
Gehért namlich x zu der Gruppe der groBen Wurzeln, so stimmt der 
Ausdruck Ag H™ + ay x" * + 06. + Oy ¥ + Oy 


Ay xt-” 


nahezu tiberein mit 
Agx” + a,x”-1 +... +a, 1% +4, 


ay 


> 


denn beide Ausdrticke unterscheiden sich nur durch die Glieder 


a a a 
pectistl wl ers 2 al phe + —4-(n-») : 
ay ay ay 


Von diesen Gliedern ist aber jedes fiir sich sehr klein. Denn — 


ist bis auf das Vorzeichen gleich der Summe der Produkte von je v + @ 
Wurzeln dividiert durch die Summe der Produkte von je » Wurzeln. 
Im Nenner tiberwiegt das Produkt der » groBen Wurzeln alle itibrigen 
_ Produkte derart, da8 der Nenner von der Gré8enordnung dieses Produk- 
tes wird. Im Zahler sind diejenigen Produkte die gréBten, die die v groBen 
Wurzeln und nur @ Wurzeln aus der Gruppe der kleinen Wurzeln ent- 
halten. Der Quotient ist daher der Gré8enordnung nach gleich dem Pro- 
dukt von @ Faktoren aus der Gruppe der kleinen Wurzeln. Multiplizieren 
wir ihn mit «~¢ , wobei x innerhalb der Gruppe der groBen Wurzeln liegt, 
so wird dete 
ay 
sehr klein. Daher stimmt fiir alle Werte von x, die ihrem absoluten Be- 
trage nach zur Gruppe der groBen Wurzeln gehéren, der Ausdruck 


Beas 
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nahezu tiberein mit 
ay%” + .a,e”-14+ ... 4+ a_,x +a 
ay : 


Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung 
Aye” tax -14+...+4a,-1%+4a4,=0 


Ec set 5, SOsISt 


Der zweite der beiden nahezu iibereinstimmenden Ausdriicke ist damit 


gleich 
ee eet 


ah Pash / is I} / if 
BE aa ses 7g ¥ x vy 


und stimmt fiir alle absolut groBen Werte von x somit nahezu tiberein mit 


£0 (4 — 444) (% — 9)... — %) (1 as (1—#)...(1— 44). 


ay x x 


Wird nun x gleich einem der Werte x,, %) ... x, gesetzt, so muB 
einer der Faktoren des Produkts 


[ga titgr tli ealonnd] 


sehr klein werden, mit andern Worten, x muB bis auf einen relativ kleinen 
Betrag tibereinstimmen mit einer der Wurzeln *} %5... 4%). 
Umgekebrt stimmt fiir alle Werte von x, die innerhalb der Gruppe 


der kleinen Wurzeln liegen, der Ausdruck 


Aye" + aye" 4+... +a, 1* +a, 


(CR het 


nahezu tiberein mit 
' Gp Mey ee ae a ee ep 


Ay xP-? 


Diese Tatsache folgt sofort aus dem soeben bewiesenen Satze, wenn man 
a =} ™ setzt, Die » Wurzeln 


fee ney Pea Eby =X 
sind jetzt klein im Vergleich zu den » — » Wurzeln 
er eae fo sgt ety ee has 
Die groBen Wurzeln stimmen jetzt nahezu iiberein mit den Wurzeln der 


Gleichung 
Gaia + Dem ae toe +. bats oh Ay+1t +. a, =0 


oder die Wurzeln %,,1, %,49,.--- %, Weichen nur um relativ kleine Be- 
trage ab von den Wurzeln der Gleichung 


Ay xr” + PIE 4 bane sp ees f an-1% + & =0 
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Wir erhalten also das Resultat: Sind die Wurzeln so in zwei Grup- 
pen %,,%»,...%, Und %,44, %,49,-.-%,_ zerlegbar, daB die Wurzeln der 
einen Gruppe absolut groB sind im Vergleich zu denen der andern 
Gruppe, so spaltet sich die Gleichung 


Ay x” + a,x") +... + An_1% + Oy =0 
in zwei Gleichungen 
Ayx’ +a,x-14...44-1%+4=0 
Ay x"~” + CEG eee + +++ fayj-1% +4, =0, 
deren Wurzeln bis auf relativ kleine Betrage mit den Wurzeln der beiden 
Gruppen tibereinstimmen. 

Wenn nun die Wurzeln der einen Gruppe sich wiederum in zwei 
Untergruppen zerlegen lassen, daB die Wurzeln der einen Gruppe groB 
sind im Vergleich zu den Wurzeln der anderen, so wird sich auch ihre 
Gleichung wieder in zwei Gleichungen zerspalten usf. 

Das Graeffesche Verfahren besteht nun darin, aus der gegebenen 
Gleichung eine Gleichung fiir so hohe Potenzen der Wurzeln abzuleiten, 
da8 sich die Gleichung zerspaltet in so viel Gleichungen, wie die ur- 
spriingliche Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betragen 
gehabt hat. Insbesondere wird sich fiir jedes Paar komplexer Wurzeln 
eine quadratische Gleichung abspalten. 


Beispiel : xt — 3x8 48x2 5 =0. 


Die Gleichungen fiir die Potenzen der Wurzeln ergeben sich folgender- 
maB8en: 


und 


1. Potenz +1 — 3 +8 O —5 
= = ae ie) == 
4 E10 +614 () Sees 
+16 0 == 870 
= 10 
2. Potenz +1 JG +514 —810 ogi Gee 
ae _ ar ae an 
+4 — 419 +23916 —634 +6225 
+10°8 +41:412 +2°7 
OBO 
4. Potenz +1 + 519 +43086 S387 +6225 
Sta _ = ae site 
+4 — 38481 +1766954 —17369 +3590625 
+ 81472 +0 ° 04366 +0° 51075 
+0-00012 
8. Potenz +1 + 48691 +17 71332 —07 85825 +3590625 
aie = ar ae ae 
= — 2720055 + 21493547 = [PP SOSOS +14452588 
+ 3°42664 +0-00081 +1 ° 33853 
16. Potenz +1 -+- 1722609 + 21493628 — 61302740 +11152588 


§ 54. Wurzeln mit gleichen absoluten Betragen. niall 


Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen 
zweiten Grades, denn das Quadrat von 2“93628 wird durch die doppelten 
Produkte nicht mehr beeinfluBt. Die Wurzeln der ersten quadratischen 
Gleichung x? + 1722609x + 21493628 = 0 
sind offenbar komplex, wahrend sich die Wurzeln der zweiten quadrati- 
schen Gleichung 

21493628 x? — 61802740 x + 11452588 = 0 


trennen lassen, wenn man noch zwei Schritte weiter geht: 


16. Potenz + 21493628 — 61802740 +11152588 
ae se ar 
+ 82862174 —3?763296 + 22232831 
+0:°08961 
32. Potenz + 82862174 — 32754335 + 27232831 
ee Bats ae 
+- 79743344 — 15525553 + 54442103 
+0 + 00040 
64. Potenz +75743344 15525513 +54442103 


Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich hieraus ihrem absoluten Be- 
trage nach wie friiher durch Ausziehen der 64.Wurzeln aus den Quotien- 
ten der Koeffizienten: 


Log. d. Koeffiz. Diff. log | x | | |x| 
57°871 190 
61:227 499 — 64 | 0:9566797 — 1 0-905 065 
55°098 689 
53°635 393 — 64 | 0°8380530 — 1 0°688 736 
44-734082 | 


Die erste Wurzel stimmt mit der schon friiher berechneten iiberein 
und ist somit positiv. Da die Gleichung andererseits nach der Cartest- 
schen Zeichenregel eine negative Wurzel haben muB, so sind die beiden 
reellen Wurzeln x, = +0°905 065 

X%_ = — 0°688 736. 

Bei der ersten quadratischen Gleichung hat es keinen Zweck, weiter 
zu rechnen. Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer 
Zerlegung in lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden 
Wurzeln ist gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages. Das Quadrat 
des absoluten Betrages der beiden komplexen Wurzeln der urspriing- 
lichen Gleichung erhalt man daher als 16. Wurzel aus dem Quotienten 
des dritten und ersten Koeffizienten: 


2°93 628 - 10! = 8:021 163 = w? + 2, 


wenn die komplexen Wurzeln gleich u + 7v sind. 
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Um den reellen und imaginaren Teil einzeln zu bestimmen, beachten 
wir, daB die Summe aller Wurzeln x, + *, + 2 gleich — ra = 3 sein 
muB. Da x, + %9 gleich 0°216 329 ist, wird # = 1°391 836. Damit er- 
rechnet sich aus “2 + v2 der Wert von v: 

v = 2°466 568 . 
Die beiden komplexen Wurzeln werden somit 
Xe» X%4 = 1°391 836 + 2°466 5687. 
Zur Kontrolle bilden wir das Produkt aller Wurzeln: 
%y %_ (u? + 0?) = — 4999999 — statt §=—5. 
An 1 
ap 
unserer Gleichung also gleich Null. Die Summe der beiden reziproken 
komplexen Wurzeln ist 


Ferner mu8 die Summe der reziproken Wurzeln gleich — sein, in 


1 1 2u 
u+tv 5 

Wir erhalten also 
1°104 893 — 1°451 935 + 0°347 041 = —0°'000 001 . 


Wenn eine Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln 


= 0°347 041. 


u—tv uz+y% 


u,+itv, und Ug 1405 


besitzt, so liefert das Graeffesche Verfahren wieder nur die absoluten 
Betrage 7, und 7,. Um die Wurzeln selbst zu finden, beachten wir, daB 


die Summe aller Wurzeln gleich — SL und da8 die Summe aller rezipro- 
0 
An -1 


ken Wurzeln gleich — ist. Wir erhalten damit fiir die reellen Teile 


n 


die beiden Gleichungen 


ay 
2, + 2U, = ranges Uegtatatie ce) 
2uy ZU, = An ( 1 1 ) 
ar i ay re es Ue 
wenn mit %, ,%,... die reellen Wurzeln bezeichnet werden. SchlieBlich 


findet man die imaginaren Teile 
%1=)i-u und v, = [RA — we. 

Hat eine Gleichung mehr als zwei komplexe Wurzelpaare, so kann 
man zwar nach wie vor die absoluten Betrage nach dem Graeffeschen Ver- 
fahren ermitteln, um aber die Wurzeln selbst zu finden, mu8 man einen 
besonderen Weg einschlagen. 

Fin allgemeines Verfahren beruht auf der zweimaligen Anwendung 


des Graeffeschen Verfahrens. Zunachst bestimmt man die absoluten 
Betrage der Wurzeln auf die bekannte Weise. Dann entwickelt man die 
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linke Seite der Gleichung nach Potenzen von y = x — p, wobei # eine 
beliebig gewahlte GréBe ist.. Wendet man nun auf die neue Gleichung 
in y das Graeffesche Verfahren an, so erhalt man fiir die komplexen 
Wurzeln die absoluten Betrage von x — p. Damit sind geometrisch ge- 
sprochen die komplexen Wurzeln als Durchschnittspunkte von Kreisen 
um den Nullpunkt und den Punkt « — in der komplexen Zahlenebene 
bestimmt. Dieses Verfahren ist zwar nicht unbedingt eindeutig, da man 
aber die Summe der Wurzeln kennt, 1a8t sich leicht das richtige System 
auswahlen, 
Ist fiir ein komplexes Wurzelpaar 


X= UE tv 
der absolute Betrag gleich 7 und fir 


‘ ‘ =u—port 
gleich @ und ist ferner ema a a 


“t= 1 COSY, Y= 7 Sin 
so findet man den reellen Teil aus 
=r p—2rpcosp=7 + pf? —2pu, 
eo p? ab y2 ~ 0 
= oe ; 
und den imaginaren Teil wie friiher 


U 


v= |r—w. 

Die reelle Zahl # wahlt man praktisch nicht zu klein, sonst wird die 
Bestimmung von w unsicher, andererseits nicht zu groB, sonst schneidet, 
geometrisch gesprochen, ein Kreis, der durch ein Paar tatsachlich vor- 
handene Wurzeln geht, noch andere Kreise. Man wiirde unndtigerweise 
Schnittpunkte errechnen, denen keine Wurzeln entsprechen. 

ZweckmaBig ist es, beim Graeffeschen Verfahren Rechenproben ein- 
zufiihren. Wenn man kontrollieren will, ob aus den beiden Funktionen 
g («) und g(— x) die Funktion G (x?) = = g (x) - g (— x) richtig gebil- 
det worden ist, setzt man einen geeigneten speziellen Wert fiir x ein und 
berechnet die Funktionen nach dem Hornerschen Schema. Den speziellen 
Wert mu8 man so groB wahlen, da die kleinen Koeffizienten etwa 
ebenso stark in die Rechnung eingehen wie die groBen. 
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Die nach dem Graeffeschen Verfahren gefundenen Wurzeln kann man 
durch Iteration verbessern. Wir bilden das Produkt aus den vier Linear- 


faktoren 9p (x) = ay (u — my) (x — a) (% — 29) (© —m)- 
Die beiden komplexen Wurzeln fassen wir gleich zu einem Faktor zweiten 


Grades x? — 2°783 672 x + 8°021 163 
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zusammen. Damit wird 
p(x) = (x — 0°905 065) (x + 0°688 736) + (x* — 2°783 672 x + 8°021 163), 
@ (x) = x4 — 3:000001x* + 8:000001 132%? — 0000005 87% — 4999998 756. 
Fiir die Wurzeln der Gleichung ist aber 
Aaa ye 2c RG? 
Somit wird a ee beh 
@ (x) = (— #8 + 1132.%2 — 5°87 % + 1°243)-107°. 

Dividiert man beide Seiten durch das Produkt aller Faktoren mit 
Ausnabme eines, so steht links eine lineare Funktion, rechts erhalt man 
eine gebrochene Funktion, die sich nur langsam mit x andert, wenn die 
linke Seite klein ist. 

Hierdurch ergibt sich eine Verbesserung des betreffenden Wurzel- 
wertes, wenn man ihn auf der rechten Seite einsetzt. 

Die Verbesserung von x = — 0°688 736 z. B. ergibt sich aus dem 
Zahler (— x8 + 1132 42 — 5°87 x + 1°243) 107° 
und dem Nenner 

(% — 0°905) (x? — 2°784x« + 8:021) = x3 — 3°689x? + 10°54% — 7°26. 
Wir berechnen beide Funktionen fiir den Wert x = —0'689 mit 
dem Rechenschieber: 
ee ee ey) eye Cor 
+0689 — 125 + 4°91 
+ 4°3214. — 7A2 + 645 
+4 —3689 +1054 — 7:26 
a0 080s Sy O02 0 34 
a7 Sn = 15501660 
Die Verbesserung der Wurzel ist demnach 
6715 
~~ 16°60” 
und der verbesserte Wurzelwert wird 
% = — 0'688 73637. 
Mit diesem Wert ware nodtigenfalls die Rechnung zu wiederholen. 

Die komplexen Wurzeln kann man auf die gleiche Weise verbessern. 
Man kann aber auch ganz im Gebiet der reellen Zahlen bleiben und so- 
gleich ein Paar komplexer Wurzeln zu einem quadratischen Ausdruck 
zusammenfassen und die Verbesserung seiner Koeffizienten berechnen. 


Wir dividieren zu diesem Zweck den Ausdruck (x) durch alle 
Faktoren mit Ausnahme des zu verbessernden Ausdrucks zweiten Grades: 


10° == =037/-40-° 


yp (x) — #8 + 143247 — 5°87 % + 1-243 


a -6 
(¥ — 0:905 065) (¥ + 0°688 736) x* — 02163 ~ — 0623 (Oi 
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Anstatt nun eine der beiden konjugierten Wurzeln einzusetzen, berech- 
nen wir den reellen linearen Ausdruck 


ax-+ob, 
der fiir die beiden konjugierten Wurzeln mit der gebrochenen Funktion 
tibereinstimmt. Der verbesserte Faktor zweiten Grades ist dann 
x® — (2°783 672 + a) x + 8:021 163 — b. 


Um a und 6 zu finden, reduzieren wir zunachst Zahler und Nenner 
der gebrochenen Funktion modulo x? — 2°783 672 x + 8°021 163, d.h. 
wir dividieren Zahler und Nenner durch diesen Ausdruck zweiten Grades 
und bestimmen den Rest. Die Rechnung braucht nur auf wenige Stellen 
genau mit dem Rechenschieber ausgefiihrt zu werden. 


eect 5 pe, 87a 1343 
om 7 SA 8 02 


2 y-650, 9 215 
+460 — 13°25 
=345 4 14-49 
Eee 0321630 623 
— 2784 + 8:02 


oo 508 ie 60471 


Die gebrochene Funktion stimmt demnach fiir die beiden konjugierten 
Wurzeln tiberein mit 


—2-45% + 14:49 


5°25 
. a S — te 0 7/8. 
25684-5064 1° | Obie as 10 


2°568 * — 8°64 


Um nun noch den Nenner fortzuschaffen, dividieren wir 
x2 — 2°783 672 x + 8:021 163 durch 2°568 x — 8°64: 
4 — 2784 + 8°02 : 2568 — 8°64 = 0°389 + 0°226 
— 3°364 
+ 0°580 
— 1°95 
+ 9°97 


Es wird also 


x2? — 2:784% + 8:02 
2°568 * — 8:64 


O97, 
2568 * — 8°64 


= 0°389 x + 0°226 + 


Fiir die beiden komplexen Wurzelwerte ist daher 


9:97 
2°568 « — 8:64 


= —0°389 x — 0°226 
und somit 


25) , 
a= ‘21% —O012. 
2'568x% — 8°64 Dat o 


176 Gleichungen mit einer Unbekannten. 


Als Resultat der Reduktion folgt daher die lineare Funktion 
(= 0214 — 1°07) 407°. 
Damit erhalten wir den verbesserten Ausdruck zweiten Grades 


%% — 2°783 671 79 x + 8021 16407. 


§ 56. Aufgaben zum 6. Kapitel. 
4. Die positive Wurzel der Gleichung 
x®t+6x—8=0 
ist auf sechs Dezimalen zu berechnen. 
2. Die reelle Wurzel der Gleichung 


K == C0S.% 
ist zu berechnen. 
3. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung 


xtgx=1 
ist zu berechnen. 
4. Was kann man tiber die reellen Wurzeln der Gleichung 


x +ax%t+ bx? +c=0 
aussagen, wenn a und 6 positiv, c negativ ist? 
5. Die reellen Wurzeln der Gleichung 
x§ —8x5+ 444+ 643 —5x+3=0 


sind je zwischen zwei um hdéchstens eins auseinanderliegende Grenzen 
einzuschlieBen. 
6. Wieviel reelle Wurzeln hat die Gleichung 


x’ tax+tb=0? 
7. Samtliche Wurzeln der Gleichung 
xw® — 2x4 — 1348+ 14424 24% —1=0 


sind zu berechnen. 
8. Samtliche Wurzeln der Gleichung 


x* — 6x8 + 13 x? — 30x — 49 =0 
sind zu berechnen. 


Siebentes Kapitel. 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 


§ 57. Das Newtonsche Verfahren fiir mehrere Unbekannte. 


Die Newtonsche Methode lat sich auch auf mehrere Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten ausdehnen. Sobald einigermaBen genaue 
Naherungswerte bekannt sind, kann man ihre Verbesserungen als neue 
Unbekannte einfiihren und die gegebenen Gleichungen unter Vernach- 
lassigung von Gliedern zweiter Ordnung als lineare Gleichungen fiir die 
Verbesserungen schreiben. 

Sind x, und y, Naherungswerte fiir ein Wurzelpaar der Gleichungen 


f(xy) =0, 
g (xy) =0, 
so sind ¢, = f (x, ,) und €, = g (x, y,) wenig von Null verschieden. Die 
Verbesserungen der Naherungswerte bezeichnen wir mit / und k: 
4=4, +h, 
y=y +h, 
und entwickeln nach Potenzen von / und k: 


O= f(y) =F (iy) +A Ord) +P fe (191) +--- 

0 = 8 (« ¥) =8 (%1 91) +A 81 (1 V1) + R82 (%1 1) +--- 
Die partiellen Ableitungen nach x und y sollen durch die Indizes , und , 
angedeutet werden. Unter Vernachlassigung der Glieder zweiter und 
hoéherer Ordnung in # und & erhalten wir fiir die Verbesserungen die 
linearen Gleichungen aie fs ee 108 


8: + gk + & =0. 

Da die Verbesserungen klein sind, brauchen die Koeffizienten dieser 
Gleichungen nur mit geringer relativer Genauigkeit berechnet zu werden, 
und die Auflésung kann mit dem Rechenschieber erfolgen. 

Geometrisch betrachtet, ersetzt das Newtonsche Verfahren die 
beiden Kurven f(xy) =O, 


g (x y).=0 
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in der Nahe des Punktes x, , y, durch zwei gerade Linien, deren Schnitt- 
punkt dann an Stelle des gesuchten Kurvenschnittpunktes genommen 
wird. 

Die verbesserten Naherungswerte x, -+h, y, + k sind wegen der 
Vernachlassigung der héheren Glieder nun natiirlich nicht die genauen 
Wurzeln der Gleichungen, sondern wiederum nur Naherungswerte, die 
man ebenso zur Berechnung von Verbesserungen benutzen kann. So 
kann man so lange fortfahren, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht 
ist. Bald werden die immer geringer werdenden Verbesserungen die 
Koeffizienten /,, fg, 21, 22 der linearen Gleichungen fiir # und & nicht 
mehr beeintrachtigen. Man kann dann ein fiir allemal diese Gleichungen 
auflésen und # und k durch ¢, und é, ausdriicken. 

Beispiel: Die reellen Wurzeln der beiden Gleichungen 

2x43 —y?—1=0, 
xy? —y—4=0 
sind zu berechnen. 

Eine rohe Skizze zeigt, daB die beiden zu den Gleichungen gehéren- 
den Kurven nur einen Schnittpunkt besitzen, dessen Abszisse und 
Ordinate ungefahr gleich 1°2 und 1°7 ist. 

Mit den Naherungswerten x, = 1:2 und y, = 17 berechnen wir die 
rechten Seiten der beiden Gleichungen 


€) = —0°434, & = 01956. 
Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen erhalten die Form 
6x*h—2yk+e,=0, 
yrh+(3xy?—1)k+%%=0 
oder, wenn man die Naherungswerte einsetzt , 
864h—340kR= 0'434, 
4°91 h + 9°40 k = —01956. 
Es ergibt sich 
h =0'0349, k= —0'0390. 
Damit werden die verbesserten Werte 
x =1'2349, y=1°6610. 


Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und erhalten 
die rechten Seiten 


f= 7470-10 , (f6e= 1987 406", 
Die linearen Gleichungen fiir die neuen Verbesserungen lauten jetzt 


9150 h — 3322 k = —&, = — 74:70: 1074, 
4°583h+9221kR=—s&= 1987-1074. 
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Daraus erhalten wir 
f= 6.25 10; «4 kk = 5203 +10 * 
und somit die verbesserten Naherungswerte 
% == 1'2342 747, 
y= 16615 263 . 


DieVerbesserungen sind bereits so klein geworden, da die Koeffizien- 
ten der linearen Gleichungen nur noch in der letzten Stelle beeinfluBt 
werden. Fiir alle ferneren Verbesserungen kénnen wir das Gleichungs- 
system umkehren und schreiben 


h = —0°0926 &, — 0°0334 é, 
k= 0°04602, — 0:0919 4. 


Setzen wir die neugewonnenen Naherungswerte abermals in die 
Gleichungen ein, so wird 


Eth? O10 22, 


Eg = —54'8-10°8, 
Damit bekommen wir die Verbesserungen 

h = —245°8-10°°, 

k= 166:6-10-* 


und somit die verbesserten Naherungswerte 


x == 1°2342 7448 4, 
y == 1°6615 2646 7. 


Die Auflésung eines Gleichungssystems lat sich theoretisch immer 
durch Elimination aller Unbekannten bis auf eine auf die Auflésung 
einer Gleichung mit einer Unbekannten zurtickfithren. In unserem Bei- 
spiel wiirde die Elimination von x auf die Gleichung 


git +. y? — 2 y8 — 24 y? — 96y — 128 = 0 


fiir y fihren. In vielen Fallen ist jedoch die Elimination so umstandlich 
oder so schwierig und die gewonnene Gleichung derart uniibersichtlich, 
daB man von der Elimination keinen Gebrauch machen wird. 

Man kann im Gegenteil bei der Auflosung einer Gleichung mit einer 
Unbekannten haufig mit Vorteil eine passende neue Unbekannte ein- 
fiihren und dann zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten lésen. 

Bei der Auflésung der Gleichung vierten Grades 


axttbxe+teox?+dx+e=0 


beispielsweise fiihrt man eine neue Unbekannte y ein durch 


12* 
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Dadurch erhalt die Gleichung vierten Grades die Form 
2 
aye +(¢—2 )e4dxte=o. 


In einem rechtwinkligen Koordinatensystem betrachtet stellt die 
Definitionsgleichung fiir y eine Parabel dar, die in den Punkten x = 0 


und % = — die x-Achsé schneidet und deren Achse der y-Achse 


parallel ist. Fiir verschiedene Werte von a und 6 sind die Parabeln ein- 
ander kongruent. Man kann also eine einmal am besten auf durch- 
sichtigem Papier gezeichnete Parabel mit der Gleichung y = x? stets 
verwenden und durch Benutzung ihrer Schnittpunkte mit der x-Achse 
leicht in die richtige Lage bringen. 

Die andere Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar 
in symmetrischer Lage zur x-Achse. Naherungswerte fiir die reellen 
Wurzeln der beiden Gleichungen findet man jetzt bequem, wenn man eine 
rohe Zeichnung dieser Kurve herstellt und ihre Schnittpunkte mit der 
auf durchsichtigem Papier gezeichneten Normalparabel aufsucht. 

Beispiel: Die Gleichung 


ee aod == 5h) 
zerfallt durch Einfiihrung von 
4 Meet al a 


NW] 
R 


in die beiden Gleichungen 
2 +y%—5=0, 
x 2 %— y=. 
Die erste Gleichung liefert eine Ellipse mit den beiden Halbachsen 
30 — 
a= |/5,=093, b= YS 2-24: 
Aus einer einfachen Skizze folgt, daB die beiden Gleichungen zwei reelle 
Lésungspaare besitzen mit den angenadherten Werten 
bona Db = 1°. 
Wir wollen das zweite Paar weiter verbessern. Bezeichnen wir die 


rechten Seiten der Gleichungen wieder mit ¢, und &, so ergibt sich durch 
Einsetzen der Naherungswerte 


€) = 0°0675, & =0°04. 
Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen erhalten die Form 
AVS eh 29+k= —e, 
(2% +14°55)-h— k=—€& 
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und lauten fiir die Naherungswerte 
8°05 h + 3k = —0:0675 , 
29 h— k|= —0-04' 


Daraus ergeben sich 


h=—001119, k=0'00754 
und die verbesserten Werte der Unbekannten 
x = 0°6888 1, 
= 5 (75 An 


Wir setzen diese Werte wieder in die Gleichungen ein und finden 
€; = 81734 107", 
4220 
Die linearen Gleichungen fiir die Verbesserungen werden jetzt 


7°9213 h + 3°0154 k = — 81734 -107+, 

2°8776 h — k= -—-1°3422-40-*. 
Bei weiter fortschreitender Verbesserung wird sich wegen der Genauig- 
keit, die x und y schon erreicht haben, nur die letzte Stelle um einige 


Einheiten andern. Durch genaueres Auflésen der Gleichungen kann man 
daher die Verbesserungen sogleich auf vier Stellen genau berechnen: 


h = —0°7363 -10-*, | & = —0°7765 -10°*. 
Die verbesserten Lésungen sind jetzt 


% == 0°6887 3637 , 
MA 50746255 


Mit diesen Werten kann man die Koeffizienten der linearen Glei- 
chungen bereits auf etwa sieben Stellen genau berechnen. Aus ihnen fin- 
det man dann weitere Verbesserungen, die auf mindestens sechs Stellen 
richtig sind. Die Genauigkeit la8t sich nach diesem Verfahren sehr schnell 
steigern, vorausgesetzt, da die Berechnung der Koeffizienten der linearen 
Gleichungen bequem ausgefiihrt werden kann, wie es in unserm Beispiel 
der Fall ist. 

Wir finden 


é)= 1°3991990°10-°, 

&, = —0°7639 223 - 107° 

und damit die linearen Gleichungen 
7°9204 683 h + 30149 247 k = —1°3991 990 -10°*, 
2°8774 727 h — k= 0°7639 223-1078. 
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Ihre Lésung ergibt 
h=< 0°054470-40°*, 
k = — 0°6071 87-107*. 
Damit erhalten wir die Wurzeln auf vierzehn Stellen genau: 


% = 0'6887 3637 0544 70, 
= 15074 6234 3928 13 . 


§ 58. Das Iterationsverfahren. 


Auch das Iterationsverfahren laBt sich sinngemaB auf Gleichungs- 
systeme ausdehnen. Wenn man z. B. zwei Gleichungen mit zwei Un- 


bekannten auf die Form 
x= P(xy), 


y= (xy) 
bringt und wenn dabei die rechten Seiten nur langsam mit x und y ver- 
anderlich sind, so kann man ein Paar Naherungswerte x,, y, in die 
rechten Seiten einsetzen und damit ein verbessertes Wertepaar %, Ve 
berechnen. 
Subtrahiert man die Gleichungen 
X= 7 (%;), 
Yo = W (%193) 
von den gegebenen, so erhalt man die Fehler der zweiten Naherungswerte 
% — %, = P(XY) — P(%191) 
PSV EY) a eva) 
Die rechten Seiten entwickeln wir nach dem Taylorschen Lehrsatz 
% — Xe = (% — %) 91 + (y — V1) Me, 
Ys Ae) PY aay) ee 
Durch die Indizes , und , deuten wir wie friiher die partiellen Ableitungen 
nach x und yan. Die Ableitungen sind fiir Werte von x zwischen x und x, 


und fiir Werte von y zwischen y und y, zu nehmen. 
Fir die absoluten Betrage der Fehler ergibt sich 


|x —*|<|x—*|-|e]+ly—n|-l el, 
ly—v|s|*—%|-]¥i.|+ly—n]-lye| 

und daraus durch Addition 

|x — | +]y—y.|<|e—m|+(lo.| +] vil) +]y—s1]+(lpe] +] y9|)- 


Sind nun |y,|+]yi| und |g|+]|ye| nicht gréBer als ein 
echter Bruch m, so ist : 


|v—a|+|y—%,|Sm(|x—%,|+|y—y,)). 
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Nach hinreichender Wiederholung des Verfahrens werden die Fehler der 
Naherungswerte beliebig klein, denn es ist nach m-maliger Iteration 


|% —4%n411+|y— yas] <m*(\x—x,|+|y—y,]). 


Diese Betrachtungen lassen sich auf ein System von beliebig vielen 


Gleichungen x= 9(xy w) 


w=o(xy... w) 


ausdehnen. Sobald die rechten Seiten nur schwach von den GroBen 
xy... w abhangen, kann man aus einem System von Naherungswerten 
ein besseres durch Einsetzen in die rechten Seiten ableiten. 

Die Konvergenz des Verfahrens lat sich noch dadurch etwas be- 
schleunigen, daB man zum Einsetzen in die rechten Seiten jedesmal 
schon die aus den vorhergehenden Gleichungen gewonnenen verbesserten 
Naherungswerte der Unbekannten mitbenutzt. 

Beispiel: Die drei Gleichungen 


x= arctg =, 
z 
y = arctg —, 
x 
= arctg — 
z2=a 85 


besitzen unendlich viele Lésungssysteme. Wir wollen das System in der 
ws 
Nahe von %,=0, y;= 5, %, = genauer berechnen. 


Aus y, und z, findet man zunachst x, = 0°46, dann aus z, und x, 

den Wert y, = 1°43, und schlieBlich aus x, und y, den Wert 2g = 3°45. 

Auf die gleiche Weise ergeben sich weiterhin die folgenden Systeme von 
Naherungswerten: 


x y z 
0°393 1°457 3°405 
0°4043 1°4526 3°4130 
0°40239 1°45344 3°41168 
0°40273 1°45330 3°41192 
0°40268 1°45331 3°41189 


§ 59. Anwendung auf lineare Gleichungen. 


Das Iterationsverfahren laBt sich auch haufig bei der Auflésung von 
linearen Gleichungssystemen mit Vorteil verwenden. Wenn in den ein- 
zelnen Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders stark auftritt, 
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d. h. wenn beispielsweise in dem System von drei Gleichungen 
yx + by +q2z=d,, 
Ap% + bay + Cyz = ds, 
a,% + bsy + 63% = ds 
die unterstrichenen Koeffizienten absolut viel gré8er sind als die andern 


Koeffizienten auf der linken Seite, dann lésen wir nach den stark auf- 
tretenden Unbekannten auf und schreiben 


d b @ 
yao 1 Mes 
a, ay ay 
dy i) ae 
= —7-—-—x 
1 i a ioe 
poh, by 
3 C3 C3 


Die rechten Seiten hangen jetzt nur schwach von den Unbekannten 
ab, denn ihre Koeffizienten sind kleine Groen. 
Ein System von ersten Naherungswerten ist 
qy _ 4a _ a3 
ay i sha by 4 Ate Rona 
Beisptel : Das Gleichungssystem 
3x+015y—009z7= 6, 
008% + 4y —016z = 12, 
005% —O3y+52 =20 
gibt nach den stark auftretenden Unbekannten aufgelést 
*%* =2—-0°05y + 0°03 2, 
y¥=3+0042 —0°02x, 
z=4—001x% +0:06y. 
Mit den N&aherungswerten x, =2, y, =3, 2%, =4 finden wir 


25; 


x | y ke 
1. Naherung 2 | 3 ee: 
2. ” deO'7, 3°12 4°16 
3. » 1:9688 3°1270 | 4°1675 
a ” 1:96868 3°12732 4°16793 
5 » 1°96867 3°12734 4°16795 


Um schon wahrend der Rechnung einen Anhalt fiir die Genauigkeit 
der einzelnen Naherungen zu gewinnen, kann man auch direkt die Glei- 
chungen benutzen, die von den Verbesserungen eines Systems von 
N&aherungswerten zu den Verbesserungen des nachsten Systems fiihren. 
Bezeichnen wir die Werte der verschiedenen Naherungen durch Indizes, 
so wird in unserm Beispiel 


Xn41 — Xn = —0°05 (Yn — Yn-1) + 0°03, = 2n-9)s 
Vi lee ee 0°04 es — 2n—-1) 30°02 (Xp a7 Nala) s 
2n41 — 2%, = — 0°01 (%n eS aaa) + 0°06 (Vn = Vn~1) : 
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Wir erhalten damit 


n Kyat = Xn Vn+1 CN ®n4+1— 2n 

1 — 0°03 0-12 0:16 

2 — 0°0012 0°0070 0°0075 

3 — 0°00013 0°00032 0°00043 

4 — 0'00000 0°00002 0:00002 
— 0°03133 0°12734 0°16795 


Die fiinfte Naherung ist somit auf fiinf Dezimalen richtig. Man erhialt 
den Naherungswert durch Addition der Summe der Verbesserungen zu 
dem ersten Naherungswert: 
%5 = 1°96867, Ys = 312734, % = 416795. 
Auch das Newtonsche Verfahren 1a8t sich zur Lésung von linearen 
Gleichungssystemen heranziehen. Sind fiir das Gleichungssystem 
ax+by+cz2—d,=0, 
Ag% + bey + Coz — dg =0, 
a,x + bsy + C32 — ds = 0 
Naherungswerte %,, ,, 2, bekannt, so lauten die Gleichungen fir ihre 
Verbesserungen h, k, | Pe 
ah+obsk+cel=d,, 
ash by k=l de, 


gl tabe Os Cbd ax 
Dabei ist : 4 : 


dy = dy — aX, — by, — 2, 
dy = dg — AyX, — Day, — C92, 
dy = dy — A,X, — by C3 24 


gesetzt worden. Die Koeffizienten der Verbesserungen stimmen mit den 
Koeffizienten der Unbekannten in dem urspriinglichen System iiberein 
und hangen nicht von den Naherungswerten ab. Die Verbesserungen lassen 
sich daher aus ihren Gleichungen mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 

Damit ist scheinbar nichts gewonnen, wir haben nur die Auflésung 
eines linearen Systems durch die eines andern ersetzt. Wenn man aber 
irgendein Prinzip hat, nach dem aus dem urspriinglichen System Nahe- 
rungswerte abgeleitet werden kénnen, dann kann man auf die gleiche 
Weise fiir die Verbesserungen Naherungswerte h,, k,, 1, ableiten. 

Fiir die Verbesserungen h’, k’, l’ dieser Naherungswerte kann man 
nun wieder ein Gleichungssystem aufstellen, wobei nur die rechten Seiten 
neu berechnet zu werden brauchen. Nach dem gleichen Prinzip gewinnt 
man aus diesen Gleichungen wieder Naherungswerte usf. Sind die Nahe- 
rungen gut, so miissen die rechten Seiten fortgesetzt kleiner und kleiner 
werden. Damit nehmen auch die aufeinanderfolgenden Verbesserungen 
fortgesetzt ab. SchlieBlich erhalt man die Unbekannten-als Summen aus 
ihren ersten Naherungswerten und sdmtlichen Verbesserungen. 
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Bei der praktischen Rechnung braucht man die ungeadndert bleiben- 
den Koeffizienten nicht mehr hinzuschreiben, man berechnet nur jedes- 
mal die GréBen d,, d,, dg und bucht die einzelnen Naherungswerte. 

Ein einfacher Weg zur Auffindung von Naherungswerten liegt nun 
vor, wenn in den Gleichungen jedesmal eine Unbekannte besonders 
stark auftritt, wenn z. B. die Koeffizienten a,, b,, c, absolut genommen 
sehr viel gréBer sind als die tibrigen Koeffizienten der Unbekannten. 


Dann hat man Naherungswerte fiir die Unbekannten 


gles de a, 


ay Pei Bats - C3 


und genau so fiir die Verbesserungen 


h=—, ines i L= 


ay by 3 


Die oben behandelten Gleichungen 
3x+015y—000z= 6, 
008% + 4y — 0162 = 12, 
005% —O03y+52=20 


lassen sich danach auf folgende Weise lésen: 


dy dy ds a y @. 
6 A 20 2, 3 4 
—6 — 0°16 — 0°10 
— 0°45 —12 + 0°90 
+ 0°36 + 0°64 ==) 
— 0°09 + 0°48 + 0:80 — 0°03 +012 + 0°16 
+ 0°09 + 0°0024 + 0'0015 
— 0°0180 —TOvAS + 0°0360 
+0:0144 | + 0:0256 | — 0-80 
— 0°0036 + 0'0280 + 0:0375 — 0°0012 + 0°0070 + 0°0075 
+ 0:0036 | + 0-00010 | + 0:00006 
— 0°00105 — 0'0280 + 0:°00210 
+ 0°00067 + 0°00120 | — 0°0375 
— 0'00038 + 0°00130 | + 0°00216 — 0'00013 + 0°00032 + 0°00043 
+ 0:00038 + 0:00001 + 0:'00001 
— 0°'00005 — 0°00130 | + 0:'00010 
+ 0°00004 + 0°00007 | — 0°00216 
— 0'00001 -+ 0:00008 | + 0:00011 — 0°'00000 + 0:00002 + 0:00002 
Summe: 1°96867 3°12734 4°16795 
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Rechts stehen jedesmal die Naherungswerte; links stehen unter dem 
Strich die Werte von d,, d,, ds, daran schlieBen sich die drei Summanden, 
die zur Bildung von d,, d,, d, fihren. 

Stammen die Koeffizienten der Gleichungen von Beobachtungen 
her, dann wird man die Annaherung nur so weit treiben, bis die jedesmal 
neu berechneten rechten Seiten der Gleichungen fiir die Verbesserungen 
unterhalb der Fehlergrenze der GréBen liegen. 

Haben die linearen Gleichungen nicht die ausgezeichnete Gestalt, die 
wir bisher stets vorausgesetzt haben, dann kann man dadurch, daB man 
jedesmal eine Gleichung mit einem geeigneten Faktor multipliziert und 
von den andern subtrahiert, und durch Einfiihrung neuer Unbekannter 
stets in jeder Gleichung alle Koeffizienten bis auf einen herabdriicken. 

Beispiel: Im §11 sind die Gleichungen 


417% —213y +1172 = —2'55, 
—1°03% +3717 +0652 = —115, 
1°32%—1067 + 4582= 2°41 
gelést worden. Wir fihren statt * eine neue Unbekannte x’ ein: 
K=x +05y —032. 
Dann gehen die Gleichungen tiber in 
4:17 x’ — 0:045 y — 00812 = — 2°55, 
SO} Fa 05 Ve 01050 2. AS 
1432x%’— 0°40 y+4484z2= 2°41. 
Jetzt multiplizieren wir die dritte Gleichung mit 0°8 und addieren sie zur 
zweiten. Ferner multiplizieren wir die erste Gleichung mit $ und sub- 


trahieren sie von der dritten Gleichung. Dadurch sind die Koeffizienten 
in der ersten Zeile und in der ersten Kolonne bis auf einen herabgedriickt: 


417 x’ — 0':045 y — 0°081z = — 2°55, 
0°026%’ + 2°875y + 43062 = 0538, 
— 007 *’—O385y+4241z= 2°96. 
Um schlieBlich noch den Koeffizienten von z in der zweiten Gleichung 


und den von y in der dritten Gleichung zu verkleinern, subtrahieren wir 
die dritte Gleichung von der zweiten und setzen dann 
Damit erhalten wir Piston OEY 
447 «’ — 0053 y—O081 2?= —2°55, 
0:096 x’ + 3°26952y + 0°09522’ = — 2422, 
—0°07 «’+00361 y+4211 2?= 2°96. 
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Diese Gleichungen kénnen nach einem der oben beschriebenen Ver- 
fahren aufgelést werden. Es ergibt sich: 


We | y | Z/ 
1. Naherung | — 0°612 — 0°741 + 0°703 
2. ” | — 0°6073 — 0°7434 + 0°6992 
enn | — 060739 | —0-74331 | + 0°69920 


Von diesen Werten miissen wir noch zu den urspriinglichen Un- 
bekannten gx’ LOsSy — 032, 
z=2/+01y 
ibergehen. Wir erhalten: 


x* = — 116651, 
y = —0°74331 , 
z= +0°62487. 


§ 60. Aufgaben zum 7. Kapitel. 
4. Die reellen Lésungen der Gleichungen 
a 5y? +10=0, 
x4— 8y+1=0 
sind nach dem Newtonschen Verfahren zu berechnen. 
2. Die reellen Wurzeln der Gleichung 
2x4 — 6x8 + 8x2? —2x%—-1=0 
sind durch Zerlegen in zwei Gleichungen zu ermitteln. 
3. Die beiden Gleichungen 
20%? = 1 — 2x8 4+ 4438, 
1095224755" 
werden annahernd erfiillt durch x =0°3, y=0'5. Diese Naherungs- 


werte sind durch Iteration zu verbessern. 
4. Die Gleichungen 


Late vy, 
ee ; 
y= 3 + 2 — x, 
2 Les 
2—1-5 mG 


sind fiir ¥,=1, yy =4, 2, =1 durch Iteration zu lésen, (Natiirlicher 
Logarithmus.) 


5. Das lineare Gleichungssystem 
324% +0717 +0342 = 6412, 
043% +4414y +0222=5°71, 
017% + 046y + 4:'73z = 7°06 
ist durch Iteration zu lésen. Die Fehler der ermittelten Werte miissen 
kleiner sein als eine Einheit der zweiten Dezimale. 


Achtes Kapitel. 


Anndaherung willkurlicher Funktionen 
durch Reihen gegebener. 


§ 61. Annaherung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 


Im 4. Kapitel haben wir eine willkiirliche Funktion durch eine 
ganze rationale Funktion angenahert dargestellt, in der Weise, daB beide 
Funktionen in einer Anzahl von Funktionswerten iibereinstimmten. Uber 
die Annaherung der beiden Funktionen zwischen diesen Werten haben 
wir nichts ausgesagt. Es besteht die Moglichkeit, daB beide Funktionen 
auBerhalb der gewahlten Funktionswerte stark voneinander abweichen. 
Das wird insbesondere dann der Fall sein, wenn die anzunahernde Funk- 
tion nur durch eine Anzahl von Funktionswerten gegeben ist, die starken 
Schwankungen, etwa infolge von Beobachtungsfehlern, unterworfen sind. 

Wir verzichten jetzt auf die genaue Ubereinstimmung der beiden 
Funktionen in bestimmten Punkten und suchen nach einer Darstellung, 
die sich der gegebenen Funktion in einem bestimmten Intervall ,,mdg- 
lichst gut‘ anschmiegt. 

Auch die Entwicklung der Funktion in eine Taylorsche Reihe liefert 
eine angenaherte Darstellung. Dabei wird die Genauigkeit in hinrei- 
chender Nahe eines bestimmten Punktes beliebig groB. Fat man jedoch 
von vorne herein fiir die Annaherung ein bestimmtes Intervall ins Auge, 
so lassen sich bessere Darstellungen finden. 

Wir kénnen uns bei der Betrachtung der Annaherung an eine 
Funktion 7 (x) auf das Intervall —1 bis +1 beschranken. Denn soll 
die Funktion in einem beliebigen Intervall x, bis x, angenahert werden, 
so brauchen wir nur eine neue Veranderliche x’ einzufihren: 


die sich von —1 bis +1 bewegt, wenn x das Intervall x, bis x, durchlauft. 
Fiir die Annaherung wahlen wir die Form einer Reihe 
Ay Xq + aX, + a.Xe+..- + an Xn, 
die aus bestimmten Funktionen 
CA Gee AC ame Ue) 
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mit vorlaufig unbestimmt gelassenen Koeffizienten gebildet wird. Unter 
dem Fehler v der Naherung verstehen wir die Differenz zwischen der 
Naherungsfunktion und der gegebenen Funktion / (x): 


(1) v(x) = a4) Xgp +4, X%, + a,Xo+.-... + a,Xn—/(x)- 


Als ,,méglichst gut“ wollen wir jetzt diejenige Naherung bezeichnen, 
fiir die genau wie bei der Methode der kleinsten Quadrate die Summe 
der Fehlerquadrate ein Minimum wird. Nur handelt es sich hier nicht 
um eine diskrete Anzahl bestimmter Fehler, sondern um eine kontinuier- 
liche Folge von Werten v (x), wobei x das Intervall —1 bis -++-1 durch- 
lauft. An Stelle der Summe ist daher hier das Integral von —1 bis +41 
zu benutzen. Als Bedingung fiir ,moglichst gute“ Naherung stellen 
wir somit die Forderung auf: 

+1 
(2) | (v(#)P dx = Minimum . 
=1 

Das Integral ist auch hier eine definite quadratische Form @Q der 
Unbekannten 4a), 4, 4,...a,. Der Minimalwert von Q wird uns 
ebenso wie friiher einen MaBstab fiir die Giite der Annaherung liefern. 
Den Mittelwert 4 2 kénnen wir wieder als das Quadrat des mittleren 
Fehlers m bezeichnen: 


(3) m= 40=4/[o(x)Pdx. 


Von dem mittleren Fehler wohl zu unterscheiden ist jedoch die 
Giite der Annaherung an irgendeiner Stelle x. Auch bei noch so kleinem 
mittleren Fehler kann die Annaherung, d.h. die Differenz zwischen 
darzustellender Funktion und Reihe, fiir einen bestimmten Wert von x 
beliebig schlecht werden. 

Die Bedingung des Minimums (2) verlangt, daB die Ableitungen 
von {2 nach ay, a, ag... 4, verschwinden. Damit erhalten wir 1 +1 
lineare Gleichungen, aus denen die m+ 4 unbekannten Koeffizienten 
Ay, 4, Ag... 4, berechnet werden kénnen: 


1 0Q A es tn 
2 Bag = 90) Xbdx + 4 /XpX,dx + a,[X,Xydx +. 
Z ae = 
+a, [X)Xqdx —[Xsf(x)dx=0, 
(2 Cae ge a re ad 
2 a, ~ %0| MiXode + af Xtdx + ay/ Xi Xydx +... 
: ty 


+1 +1 
| + 4,[X,Xndx —[X,f(x)dx=0, 
=i = 
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So +1 +1 +1 
ae ay {X,Xodx + a,{X,X,dx +a, / X3dx +. 
c =I = -1 -1 


+1 + 


1 
+ ay {X,Xqdx —[X,f(x)dx=0, 
=i = 


UN» eat Ooch i ae ieee are ns 
oan +1 +1 +1 
a ae = | Xn Xode + ay| X,X,dx + a,{X,Xqdx die se 
i =I =i = il 
+1 


+1 
+ anf Xn de = {ai la) da — 0. 


Diese Gleichungen entsprechen genau den Normalgleichungen bei der 
Methode der kleinsten Quadrate. Die Koeffizienten sind auch hier 
symmetrisch, nur treten an die Stelle der Summen die Integrale. Das 
seinerzeit fiir die Normalgleichungen entwickelte Losungsverfahren laBt 
sich hier ohne weiteres anwenden. Insbesondere kann bei der Auflésung 
durch Hinzunahme einer weiteren Gleichung der Minimalwert Q) von Q 
mitberechnet werden. Denn schreibt man die Fehlergleichung (1) fiir 
einen Augenblick 


v (%) = a) Xq + a,X, + agX_o +... + an Xn + OF (x), 
wobei 6 spater den Wert —1 erhalt, so wird Q eine homogene quadra- 


tische Form der Veranderlichen a), a, d:,...@,, 6. Nach dem Euler- 
schen Satz ist dann 
1/. 02 62 dQ 62 6Q\ 
2 (2, Gas oe al ere + in 55 +055) = 2. 
Wegen der Gleichungen (4) wird mit dem Werte 6 = —1 
ele 
me oiea  <: 


Somit tritt zu den Gleichungen (4) als letzte Gleichung hinzu 


+1 +1 +1 
0Q 
— 4 FF = tof f ()Xodx — ay] f(x) X, dx — ay | f(x) Xgdx—... 
S54 | -1 -1 


(4a) +1 +1 
— ay | f(x) Xndx + [Pax = Q. 
sf =i 


Bezeichnen wir die annahernde Reihe 
AyXq + aX, + a,Xo+...+ anXn 


zur Abkiirzung mit g(x), so kénnen wir (4a) zur Berechnung von (2, 
schreiben at +1 
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Die Gleichungen 7 erhalten jetzt die Form 


, 1 @2 
(4) 2 Oay = |tet — fon fas (vy =0, 1, 2...n). 
Da aber g(x) eine lineare homogene Funktion der Koeftfizienten 


Ag thy, Gand Gy ets SOn Wa C 
Og 
ie pity sme on 


g (2) = ay 5e + a 


Wenn wir daher die ate ia ) der Reihe HACH Mit Ay, G45 Gas On 
multiplizieren und addieren, so wird 
+1 


[lg() —f@)1g(*) dx =0 
oder e re 
[ fla) g(x) dx = cea x. 
=al 4 


Damit ergibt sich der Minimalwert von 2 


(5) 2Q)= [ P% Jax — [ettayae. 


§ 62. Annadherung durch Potenzreihen. 


Um die gegebene Funktion durch eine Potenzreihe anzunahern, 


setzen wir X, ey 
DEY Ca vate oF 
Ao (x) ==x7, 
Xn) xe 


Als Koeffizienten der Normalgleichungen (4) erhalten wir Integrale von 
der Form 


+1 
[om dx = ae yy Wenn m gerade , 
= 0, wenn m ungerade . 
Zur Abkiirzung schreiben wir 
+1 
= 4/f(x)dx 
=1 
+1 
Ji = afat(x)dx, 
-1 
+1 


Bite: 0) (e) [e. Ae: Ne) 8 @hieh wie) lef le 
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Nach Division durch 2 ergeben sich die Normalgleichungen 


Cay Chir ey ES ferr 

ee) $ 0 $ 0 ria Jos 
Oo el ir i area Re 
3 0 + 0 + OF Shans tres Iss 
Gren Oc Jy, 
S 0 + 0 5 = Jy, 


Die Gleichungen zerfallen in zwei Gruppen. Fir = 4 z. B. er- 
halten wir 


lip 
Li dlighia™ slay 
4 4 t=Jy 
und $ + 3 = tA 
hy Gs 
5 $ — Ii ; 
ee 


Das erste System enthalt nur die Unbekannten mit geradem Index, 
das zweite nur die mit ungeradem Index. 

Aus dem ersten System wird auf bekannte Weise zunachst ay 
herausgeschafft, indem die erste Gleichung mit 4 multipliziert von der 
zweiten und mit + multipliziert von der dritten abgezogen wird: 


a2 U7 
4 8 1 
a 05/2 3 Jo 


8 16 1 


105 225 oe Js ax WG 0 
SchlieBlich wird auch a, herausgeschafft. Wir erhalten 


a4 
64 6 3 
Pa = oe | ale oak Jere 
, : 11025 Je 7 is | aD 
Damit wird AG 


ie ey (fo — 30.2 100, f 4) 


Aus den vorhergehenden Gleichungen finden wir 


See eee see a: 


=2( (65) ie Jose 03, fa) 


Das zweite Gleichungssystem liefert 


a3 
| mah sh 
und somit Ae Cyn ny 
a= 2 Opes J's) % 


Runge-Kénig, Vorlesungen. 13 
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Die Berechnung des mittleren Fehlers der Naherung geschieht 
nach (4a) ; 
ts 
(4b) m= 32= 3 | P(x)dx% — (agJo + Sit Jor. + An J n) - 
Ea 
Bezeichnen wir den arto gai mit F,, so wird 
Ge 7 iy x) A % “4 F, ? 
und es ist fiir = 4 
5 9 5 5 9 2 
Fe=fpt3sit 3 la— Jo) ae “6s aay 0 I8 30Jo+35 Ja)’. 


Zur bequemen Benutzung stellen wir die Koeffizienten und die 
GroBe F,, fiir die ersten Werte von m zusammen. 


Firm 72, ==0 
ay =Jo> Fy =% 
Fur 7 = 
dy = jos 
pert His saP tty tt 
ule 7) = 9 
.=> gee aye 
a4,=3)\; F,=Fy+78 
5 
a,= 73S els 
i — 
pee: 
15 
-srormeabt a lhe Ava 
15 B= ls + 7y¢ Be 
ston 
s= 25 Js—3 Ja), 
leis qs abe 
15 
Co) oa (45 Jo = 70 Js 4-03 Ja): 
15 


a= 2 6Si—7))) 
a = "8 (5 Jt 42J,—45J),  Fe=Fat pope al. 
oF (6 Js—3Js) 

= 3 Jo — 30J2 +35 Ja): 
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Beispiel: Die Funktion 


eG) = VA 8 
ist im Intervall —1 bis +4 durch eine Potenzreihe anzunahern. 
Es ist oa 


p= a[Vi paar =hy6. 
=I 
Ferner finden wir durch partielle Integration 


oa w= +1 +1 
In=— [yt was = ea be nt — hrc en ae a 
2. J \ 3 f 3 
4] e=-1 iil 
il 2n 
= 3 /8 3 Wis Imi 
Somit ist ipa Vie puss 
Bes DeeeMigsh BS) nt 
Daraus ergibt sich, wenn man nacheinander ” = 1, 2, 3... setzt: 
Aa 
ae 
11 
J, = 105 ? 


Ferner ist +1 +1 
£/(P()dx=4h/[U4xyde=1. 
= -1 


Fiir die verschiedenen Grade der Annaherung ergibt sich jetzt 


w— 0 ay = - V8 = 0°943 — = 
nt a= Sy8=  0'943 iets 
a= =18= 0°566 ie 
N= 2 Ay = e j83 = 1°010 
a, = = 18= 0566 m == 
A —a18= = 0'202 
n=3 a= =y8= 1°010 
= ~y8= 47 ite 
ay = — 7, Y8 = — 0202 Ke 
: as qI8= O52 


ies 
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n=4 ag = ig /8=  0'996 
a= = 18= 0°474 
Ay = +; y8=—0064 m= 5 
a= B= 0157 
a,= —Z 8 = — 0164 


Durch den mittleren Fehler m wird die Genauigkeit einer jeden 
Naherung ausgedriickt. Sie steigert sich nur langsam mit wachsendem 
Grade der Naherungsfunktion. 

Vergleichen wir diese Naherung mit der Naherung durch die 
Taylorsche Reihe an der Stelle x =0: 

ae 1 | oe LS | 
jitu=1 +ix—pe+ oa — 2S, 
so wird der mittlere Fehler der Taylorentwicklung erheblich gréfer, 


iam 


namlich rund —. 
34 


§ 63. Annadherung an empirische Funktionen. 


Wenn die anzunahernde Funktion nur durch eine Reihe diskreter 
Funktionswerte gegeben ist und der funktionale Zusammenhang nicht 
bekannt ist, so kann man tiber die Giite der Naherung auBerhalb der ge- 
gebenen Werte nichts aussagen. Man kann zwar, wie es frither geschehen 
ist, stets eine ganze rationale Funktion bestimmen, die in den gegebenen 
Punkten mit der darzustellenden Funktion tibereinstimmt, aber dieses 
Verfahren erscheint unberechtigt, wenn die gegebenen Ordinaten infolge 
von Beobachtungsfehlern starken Schwankungen unterworfen sind. 

In solchen Fallen geht man in der Regel graphisch vor. Man tragt 
die gemessenen Werte in ein Koordinatensystem ein und legt eine 
,glatte™’ Kurve so, daB sie sich den gefundenen Punkten so gut wie 
moglich anschmiegt. Um die hierbei auftretende Willktir zu vermeiden, 
kann man von der Methode der kleinsten Quadrate Gebrauch machen 
und eine einfache Funktion so bestimmen, daB die Summe der Quadrate 
der Abweichungen ein Minimum wird. 

Sind zu den Werten %,, %,, %3,.-. Funktionswerte y,, Ys, Vg,.-- 
gemessen worden, so wollen wir auch jetzt wieder eine Reihe 


AayX) +4, X, + a,Xg+... + anXn 
aus gegebenen Funktionen bestimmen, die sich den gemessenen Werten 


,»moglichst gut“ anschmiegt, d. h. wir bestimmen die Koeffizienten aus 
der Bedingung 


(6) > [49 Xo (%») + a Xy (xy) +... + ay Xp (x) ~ y, 2 = Minimum. 
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Das Verschwinden der partiellen Ableitungen liefert ein System von 
nm + 1 linearen Gleichungen fiir die » + 1 unbekannten Koeffizienten. 

Insbesondere erhalten wir fiir die Annaherung durch eine Potenz- 
reihe die Gleichungen 


by DAE a, Dit dg yee gee ag a” = Dy, 
Ay > % +4, D> 8% +a, +...4 E>, CUTS cent, 
Gy a > ay ee 


aa = ey, 


ee Me ele da eG, xe > ay, 

Als Ma8 fiir die Giite der Naherung kann man wieder den mitt- 
leren Fehler m betrachten, dessen Quadrat gleich dem Mittel aus den 
Quadraten der Abweichungen ist. 

Die Naherungsfunktion wird man benutzen, um zwischen den 
gemessenen Funktionswerten zu interpolieren, sowie zur Berechnung 
des Differentialquotienten an einer Stelle des Intervalls. 

Uber den Grad der Naherungsfunktion 148t sich allgemein nichts 
aussagen. In der Regel wird man dafiir einen Anhalt aus der Lage der 
Punkte im Koordinatensystem gewinnen kénnen. Man wird den Grad 
so niedrig wahlen, wie man kann, ohne zu groBe Abweichungen der 
Punkte von der Naherungskurve zulassen zu miissen. 


Beispiel: Aus einer Messung sind folgende sieben Wertepaare 
hervorgegangen: 
x y, 
4°2 46 
ay 60 
5-4 TD 
8-1 75 
11°3 76 
13°9 60 
17°4 38 


An welcher Stelle liegt angenahert das Maximum der Funktion ? 

Aus einer Zeichnung geht hervor, daB eine rationale Funktion 
zweiten Grades der Lage der Punkte gerecht wird. Fiir die Berechnung 
der Koeffizienten der Normalgleichungen hat man 


x gf xe x y “Y xy 
1:2 1:4 D 2 46 55 66 
ey) 43°7 51 187 60 22) 821 
Bed 26:0 133 677 72 367 1873 
8.1 65-6 531 4305 75 608 4921 
11:3 127°7 1443 | 16308 76 859 9704 
13°9 193°2 2686 | 37330 60 834 11593 
17°4 | 302°8 5265 einen O 1604 ln 838 661 11505 
a is 
60°7 730°4 10114 150470 || 427 | 3606 | 40483 
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In abgekiirzter Schreibweise ergeben sich die Normalgleichungen 
a ay Ay 
7 60°7 730°4 427 
730°4 10114 3 606 
150470 40483 . 
ay== 3471, 
ay = O51. 
ap = — 0°539. 
Die Naherungsfunktion hat ihr Maximum dort, wo 


Die Lésungen sind 


& +24,x% =0 
wird, also an der Stelle 


a 
fee Ss 


= 8°82. 


2s 


Die Koeffizienten der Normalgleichungen lassen sich etwas ver- 
kleinern und ihre Berechnung wird dadurch etwas bequemer, wenn 
man den Anfangspunkt des Koordinatensystems ungefahr in die Mitte 
des Intervalls auf der x-Achse legt. 

Um einen Anhalt daftir zu gewinnen, wie weit sich die Naherungs- 
funktion den gemessenen Werten anschmiegt, stellen wir beide Werte 
einander gegentiber. Gleichzeitig berechnen wir die Quadrate der Ab- 
weichungen : 


Naherungs- | | . 

funktion Sean sae os ¥ 
45°3 AGH 6 | VS hOt7 ar aos 
62°5 | 60 | 6°25 
69:2 | 72 = 28 7°84 
76°4 Ws Si 1°96 
73°3 76 SD ie Bh Pa7-25 
62'8 | 60 +28 | 7°84 
37°0 38 - 10 | 1-00 


= 


> P2267 
Die mittlere quadratische Abweichung wird 
4 + 32°67 = 4°67 
und damit der mittlere Fehler 
Gea eyes — i be 4 
Sind die Ordinaten dguidistant im Abstande f gemessen, so laBt 
sich fiir die Normalgleichungen durch Verlegung des Anfangspunktes 
in die Mitte x) des Intervalls und durch Einfithrung von 
H— %X% 
h 
eine besonders einfache Gestalt herbeifiihren. 


uUu= 
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So wird man z. B. drei Ordinaten durch eine lineare Funktion 


Ay + 4,4 
annahern. RK 
x | U | y 
_— 
V4 ean! | eee 
Kg | 0 Vo 
Me [> ested vq 


3a =) SS eye vor Yio 
Se 
24a, = ~~ EAS =a efi fed af 


und somit 


Um den mittleren Fehler zu finden, rechnen wir die Werte der 
Naherungsfunktion an den drei Stellen aus und bilden die Abweichungen. 


Naherungsfunktion Z | . Abweichung 
Bg 2 eee i) = Vag 299 93) 
4(y_4 = Vou wan Ja) # (Yaa — 2Vo + V3) 
4 (= 1 + 2M + SY_1) Wa = 299 9/1} 


In den Abweichungen tritt jedesmal als Klammerausdruck die 
friiher gebildete zweite Differenz A Ay, des Schemas 


yal 


i ee 
70 A Vo aap 710) 
Ma 
auf. Die mittlere quadratische Abweichung wird 
1 2 
4 (4 4y,) 


und damit der mittlere Fehler 


Diese Annaherung kann man dazu benutzen, um eine Reihe stark 
streuender Aquidistanter Beobachtungen zu ,,glatten“’. Man faBt 
jedesmal drei aufeinanderfolgende Werte zusammen und ersetzt den 
mittleren durch den Wert der linearen Naherungsfunktion, d.h. durch 
das arithmetische Mittel aus diesen drei Werten. Oder, was dasselbe 
ist, man fiigt zu jedem Wert als Korrektur 44/4 hinzu. Der linear 
ausgeglichene Wert kann also auch in der Form 


Yot $44 
gewonnen werden. 
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Sollte die lineare Annaherung nicht gentigen, so kénnte man zum 
,Glatten der Beobachtungsreihe auch von fiinf aufeinanderfolgenden 
Werten ausgehen und durch eine quadratische Funktion 


Aa) + a,uU+ a,u? 


annahern. 
x u y 
4% _9 a 2 Y 9 
Leet =a wen 
Xo 0 Vo 
“A 1 yy 
V9 pd Vo 


Die Normalgleichungen lauten jetzt 


5 a +10a,=>y, 
10a, => Uy 5 
10 ay + 34a,=> vy 


und liefern die Koeffizienten 
1 9 
(a A Ua) Beales) 9 
il Se 
ay = 10 p> uy 3 


a, = a (wy —2 D9). 
In der Mitte des Intervalls erhalten wir an Stelle von yg den aus- 
geglichenen Wert 


if 3 ay 
a= Ra DV aocr toy tee (evo pel oy oe) een 55 Ay. 
Die Summe der Quadrate der Abweichungen laBt sich auch jetzt 
wieder durch die Differenzen ausdriicken. Wir finden fiir das Quadrat 
des mittleren Fehlers 


1 2 A2 5 
m: = 490 (A224)? ; 


2 ee a A? A yo) 5 
35 2 

Anstatt die Summe iiber die Quadrate der Abweichungen zu einem 
Minimum zu machen, kann man, wenn die anzunahernde Funktion 
durch dguidistante Ordinaten gegeben ist, auch von der Forderung (2) 
ausgehen. Die aquidistanten Ordinaten lassen sich ja mittels des Dif- 
ferenzenschemas bequem durch eine ganze rationale Funktion wieder- 
geben, die man zur Berechnung der Integrale fiir die Koeffizienten der 


Normalgleichungen (4) benutzen kann. Wir kommen im § 73 auf dieses 
Verfahren zuriick. 
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§ 64. Annadherung durch Kugelfunktionen. 


Bei der Annaherung durch die ersten Glieder einer Potenzreihe sind 
die Koeffizienten nicht unabhangig von dem Grade der Naherungs- 
funktion. Geht man von einer Naherung zu der nachst hodheren iiber, 
so muB ein Teil der Koeffizienten neu berechnet werden. Sollen die 
Koeffizienten unabhangig vom Grade der Annaherung sein, so miissen 
die Normalgleichungen (4) jedesmal nur einen dieser Koeffizienten ent- 
halten. Das kann z. B. in der Weise geschehen, da8 nur die in den 
Diagonalgliedern auftretenden Integrale von Null verschieden sind, 
wahrend alle tibrigen verschwinden. 

Wenn es gelingt, ein System von Funktionen 


Xo(%), Xy(%), Xa(x), ... Xn (*) 


zu finden mit der Eigenschaft 


2s 
[X.Xpdx =0, Crean 
(7) ae 
Xe Xa an he +0, 
-1 


so kénnen die Koeffizienten der Naherungsfunktion 


ay Xo + GX a EPO + eee + Dy Os 


aus den Gleichungen 


+1 
Gene Oa x, 
a1 


(8) at 


berechnet werden. Ein derartiges System von Funktionen bezeichnet 
man als Orthogonalsystem. 

Die Annaherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Reihe 
von Orthogonalfunktionen hat daher die wichtige Eigenschaft, daB die 
Koeffizienten der Reihe unabhangig von dem Grade der Annaherung 
sind. Wenn man von einer Naherung zu einer héheren tibergeht, braucht 
man nur die neu hinzukommenden Koeffizienten zu berechnen, wahrend 
die bereits berechneten ungeadndert bleiben. 
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Fiir den Minimalwert Q, der quadratischen Form Q erhalten wir 
ebenfalls einen einfachen Ausdruck. Nach (5) ist 
+1 
Ue =[P) dx — | (a) Xo +4,X,+4a,Xo+... +a, Xp)? dx. 


ait 
Da die Integrale itber die Produkte zweier verschiedener Funktionen X 


verschwinden, wird daraus 
(9) 2, = [7 dx — (Ay ag + Ay ait Agag t+... +Ana;)- 


Bei der Annaherung durch die fiinf ersten Glieder einer Potenzreihe 
hatten wir (S.193) zur Bestimmung der Koeffizienten die Gleichungen 


abgeleitet : 
+i 
“| 1 im ae ‘ee d 
ge ane a, 
=i! 
+1 
ee =f,— Lote | See ae 
Ot jog 2 ale Sore Ag: — =) f() % , 
=i 
6 EL 
4 A 6 3 EP n 6 : 3) 
ito2s “4 = Sa rat aha zf[lA— pet ge) feas 
=—1 
und 
+1 
1 4 40 
"raat ae 
=i 
Fi 
Ah 3 
as ene Cy eee ; 
ae = [= ~h=s] (+ > x) f(x) dx. 
Sik 
Durch Einfithrung neuer unbekannter Koeffizienten @, a, ..-, a: 
ott 1 4 * 3 
fo Se ore ar Ge tanga Gy Teas 
— a 2 i 2 
Ay 34a te as ag = 4%: 
: 8 
a, = 35 4 


lassen sich beide Gleichungssysteme so umformen, daB nur die Diagonal- 
glieder von Null verschieden bleiben. Zur Abkiirzung schreiben wir: 


eae late 
pares! a 
(10) Py Narr 
Hs Mali sp anes 
| PwaBa Pays 
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten: 


saul 

Ch= 4f Pof (x) an. 
-1 

(11) & — S| Pa f(x) ax, 


qe 
A, = $f Paf (x) dx. 
-1 


Die neueingefiihrten Funktionen (10) bilden ein Orthogonalsystem, 
ad. he es ist 


anal 


[P,Psax=0, wenn  & =). 
ary 


Denn das Integral iiber jede der Funktionen P(x) multipliziert mit einer 
ganzen rationalen Funktion von geringerem Grade verschwindet, weil 
die Integrale 


aral +1 teal FL 
[P,dx [P,d% {P,ax [Pax 
=1 oT =i =! 
+1 


+1 +1 
[ePoda [aPsda [2P,a% 
=i 


+1 +1 


fx? Pydx (sage: 
=i -1 
+1 

[oo Plax 


-1 

samtlich den Wert Null besitzen. 

Mit den neuen Koeffizienten (11) wird jetzt eine beliebige Funk- 
tion f (x) durch die Reihe 

Gg by + Ub ay Pash Gg Py ay Ps 
im Intervall —1 bis +41 angenahert. Ein Vergleich der Formeln (8) 
und (44) zeigt, daB fiir die Funktionen P (x) 
ee 
a 204+ 1 

ist. Damit erhalten wir fiir den Minimalwert Q, nach (9) 


i 
pn, 
(12) 24= | #2 (x) dx — ss An » 
al a 
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Um allgemein ein Orthogonalsystem von beliebig vielen ganzen 

rationalen Funktionen zu erhalten, gehen wir von dem Ausdruck 
1 
J1—2ux +? 
und entwickeln ihn nach steigenden Potenzen von u: 
1 

OS eee ae ee 
Die Koeffizienten P,, P;, Ps,... der Entwicklung sind Funktionen 
von x und werden als Legendresche Kugelfunktionen nullter, erster, 
zweiter, ... Ordnung bezeichnet. 

Setzen wir fiir einen Augenblick 


: 2ux—ur*=t 
und entwickeln 
1 
V3 
nach Potenzen von ?¢, so ergibt sich 
1s en 
2-45 6 


1 1- 
1+> (Que — 0) + = (Que — w+ 
ila SOUS OG 


(2ux — u?)s 
(2ux—w)at... 


Ordnen wir diese Reihe nach Potenzen von u, so ergeben sich als Koef- 
fizienten der einzelnen Potenzen von u: 


Py (*) =1, 

P, (%) = ~%, 

P, (x) =+2— 5, 

P, (x) = 28-4, 
P= 2e—Se+ a, 
P, (x) = Sas Pata, 


Die ersten fiinf Funktionen sind, wie man sieht, identisch mit den 
oben aufgestellten Funktionen (10). 

Da8B die Kugelfunktionen tatsachlich orthogonal sind, weisen wir 
folgendermafen nach. Wir betrachten das Integral 


i ax =a \x,—+* = Ve,— 4 
\@i—*)Ge—%) Py — ax + eg —% 


zwischen den Grenzen —1 und +4 


se dl 
[ dx ip ] es eS) 


a Vy — *) (%2 — #) Vitae 1 V%' =a Pa a = \vo+1 


T 
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Setzen wir hierin 
1 


m= 5 (ut z), %=>(v+4), 


so wird u 
Ja—1— Vr 1 uo + 4 
V4. +1 —Vro+1 Juv —1° 
VytitVxo+1  yuv+1 
Daher ist Va Sa ta Yu 
1 “an 
ape : ax 2 oe lg ex ae a) 
cA 1 1 1 PAN pee 
(ieee “Va Wiig) e 
oder ay ei 
[ dx ee 1+ uy 
V1 —2ue 4+ u2~1— 20% +0? Juv 1—~uv 
-1 
Die Reihenentwicklung der rechten Seite liefert 
+1 
; ax 2 2 
= = 2 = 
SSS Dae *. 5 ar 
=] 2 2 
sie 9A Wid de 


Andrerseits schreiben wir analog (13) 
4 
V1 = 20% -- v2 


= Pit Pvt Pvt Patt... 


und erhalten in Verbindung mit (13) 


+1 +1 
; ae = [ Ps Ppdeun of. 
V1 —2ux% + u2yV1 — 204 +0? J 
“1 


o,B -1 


Die Vergleichung der beiden Entwicklungen liefert einmal die Bedingung 
der Orthogonalitat 


(14) [PaPpdx=0, a+ B, 


und zweitens die bereits oben fiir die ersten fiinf Funktionen nach- 
gewiesene Beziehung 

+1 

2. 

(15) [Pa Pad = 555: 

oh 
Danach erhalt man die Koeffizienten der Entwicklung nach Kugel- 
funktionen in Ubereinstimmung mit den speziellen Formeln (11) aus 


| 
(15 a) ay = 72" Pat (x) ax. 


eh 
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Um die Kugelfunktionen der Reihe nach auseinander ableiten zu 
kénnen, stellen wir noch eine Rekursionsformel auf. Wir gehen wieder 
von dem Ausdruck (13) aus, betrachten ihn aber jetzt als Funktion von w: 

1 
Vi —2ue +e 


gy (u) = sa5P) Pu Pi bn HE Pe ae 


Der Differentialquotient ist 


ap AO P42 Pu +3 Pout. ot W1) Pap tase 
du (1—2ux% +42)? 


oder es ist (14 —2ux + 2) S% = (ww) gp. 
Die linke Seite gibt, wenn man nach Potenzen von uw ordnet, 
(4—2ux+ 4) ae P,+(2P,—2*P,;)4+(3P,—44P,+P,)e+... 


OSM ecit) Plage pd Pee eed a 
Die rechte Seite wird 
e—aop=Pix+ (Pi x— Put (fee — Py) --- 
+: (P,yx— Py_,)Ju + &~ 
Der Vergleich beider Reihen liefert die gewtinschte Beziehung zwischen 
den Kugelfunktionen verschiedener Ordnung: 
P, =x Po; 
2P,—22P,=2Py—P,, 
53.P,— 42 Po Pi =a Fy 
(1) Pie 244 Py ie at) Peg 


Mit Ausnahme der ersten sind alle tibrigen Beziehungen in der 
Rekursionsformel 
(16) (t+) Pao = (204-1) 4 Pa — Py, 
enthalten. 

Der Vorteil bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen liegt, wie 
bereits betont, darin, daB die Koeffizienten der Entwicklung unabhangig 
von dem Grade der Annaherung werden. Die Naherungsfunktion ist 
wieder eine ganze rationale Funktion, ebenso wie im § 62, und zwar 
sind beide Funktionen miteinander identisch. Man gelangt zum gleichen 
Ergebnis, gleichgiltig, ob man nach Kugelfunktionen oder in eine 
Potenzreihe entwickelt. 

Die Auswertung der Integrale (15a) geschieht durch Zerlegung in 
Integrale von der Form Pe 

fats jeldag 

sal 
Die Rechenarbeit bleibt also auch dieselbe wie bei der Annaherung 
durch eine Potenzreihe. Nur die Ableitung der Formeln ist vereinfacht 
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worden. Etwas anderes ist es jedoch, wenn die anzunahernde Funktion 
durch aquidistante Ordinaten gegeben ist und man Tafeln der Kugel- 
funktionen verwenden kann!) (vgl. § 73). 
Beispiel: Die Funktion 
/ (4) = cos % 


soll in dem Intervall — > bis = durch eine ganze rationale Funktion 


vierten Grades angenahert werden. 
Um das Intervall zwischen die Grenzen —1 bis + 1 zu verlegen, 
fiihren wir eine neue Veranderliche ¢ ein: 


It 
5 ae 
2 


Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte: 


+1 , +1 
Tt It 
foosptdt=—, [tcostdt=0, 
-1 -1 
+1 yi 5 +1 
foe It nk, iy (2 \2 8 a te 
[@cos=tai== (1 2(=)’], ficoaes tata Ds 
=] se 
+P 4 22: 2\4 
[cos tat = —|1 — 12 (=) +24(=}"]. 
Cia It It 


Et 
Damit wird 


soil : +1 
IU ad ( mA ay 
[Pocospidt=—, | Pycos zt dt=0, 
=i} =i! 
+1 sole eal 
r a \2 ~ It ed 
[PrcosZtat=—|1 —3(=)'), ar an 
=i -s 
i) 


; sie 


| P, cos tdt=—|1 — 45 (=)" + 105 (=)" 


Die beste Darstellung in diesem Intervall ist also 


2 _ (5 (2\'_4] P,+=[1— 45 (S)° + 105 (=)"] Pa 


wt Tt 
oder auf acht Dezimalen berechnet 
0:6366 1977 — 0°6870 8527 P, + 0°0517 7895 Py. 


Um den mittleren Fehler nach (12) zu finden, berechnen wir 


ai + = a + aj = 04999 9986 . 


1) Jahnke-Emde : Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. S. 83. P, bis 
P, auf vier Dezimalcn. 
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Da der Mittelwert von cos’=-f im Intervall von —1 bis +41 


sil 
1 8 1 
— | cos? —t dt = — 
+ | co 2 D 
| 


ist, so wird das Quadrat des mittleren Fehlers 


+ a3 4+ a’) = 000000014 


: an tees ot gee ee 
= 25 = = [cos 7 bat (a+ 9 


und der mittlere Fehler selbst etwa 
m = 0'0004. 
Nach Potenzen von ¢ geordnet erhalten wir die Annaherung 
0'°9996 — 1°2248 7? + 0°2265 74. 


Die Koeffizienten sind auf vier Stellen abgekiirzt, weil der mittlere 
Fehler mehrere Einheiten der vierten Stelle betragt. 

In der urspriinglichen Veranderlichen x ausgedriickt erhalten wir 
schlieBlich die Annaherung 


0:9996 — 0:4964 x2 + 0:0372 x4. 


Wollte man dagegen die Funktion cos «in dem Intervall — - bis ++ = 
durch die ersten drei Glieder der Taylorreihe i 


bie fol ke 
4 me + Pe 
ersetzen, so wiirde die Genauigkeit erheblich geringer sein. Die mittlere 


quadratische Abweichung wird in diesem Falle 


—| [cos x — (1 = se + am) fax = 0'0000 3103 


und damit der mittlere Fehler 0:0056. 


§ 65. Annaherung durch Fouriersche Reihen. 


Zur Annaherung an feriodische Funktionen verwendet man zweck- 
maBig eine Reihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen von gleicher 
Periode, eine sog. Fourtersche Reihe. Die Koeffizienten der Reihe sollen 
wieder so bestimmt werden, daB der mittlere Fehler der Naherung még- 
lichst klein wird. 

Die Periode der gegebenen Funktion / (x) setzen wir gleich 27 
voraus. Hat die Funktion irgendeine andere Periode , so brauchen 
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? 120% : 5 
wir nur =. als neue Veranderliche einzufiithren, um die Periode 22 
zu erhalten. 
Als Naherungsfunktion wahlen wir den Ausdruck 


(17) @ (%) = a) + a, cosx + a,cos2x+...+ a, cosnx 
+ b,sinx + bsin2x+...+6,sinnx 


und bestimmen die 2 +> 4 Koelfizienten 4,41, 4, ..., @,, 04, Os, «2,0 
so, daB das Integral 


2a 


(18) 2 = (F(x) — 9 Pax 
0 


ein Minimum wird. Als Ma fir die Giite der Naherung werden wir 
wieder die mittlere quadratische Abweichung 


22 
(19) m= | If (x) — 9 Pax 
betrachten. ° 
Die jetzt benutzten Funktionen cosax% und sinfx besitzen wieder 
die Eigenschaft der Orthogonalitat. Denn es ist: 


2 


27 
Tcosax ax 0 se lsin Xx dO, 
i i 


Qa 


[cos we COsp ad x= 0 
0 


(20) eb a +B, 
fsinaxsinBxdx = 0 
0 
2a 
| [cosaxsinBudx =0, 
wahrend 
22 
fcosaxcosaxdx=x, 
0 
2a 
(21) ; { /sinexsinaxdx=n2, 
‘ : 
2a 
[1dx=2n 
0 
ist. 


Die aus der Forderung (18) hervorgehenden Normalgleichungen 
enthalten somit wiederum nur die Diagonalglieder, alle iibrigen Koef- 
fizienten verschwinden. Die Koeffizienten der Diagonalglieder haben 
alle den Wert a mit Ausnahme des ersten, der gleich 2% wird. Wir 
erhalten daher die Koeffizienten der Reihe (17) 


Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 14 
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2a 
1 
a =s./f@)dz, 
0 


27 
ay =~[f (x) cosxdx, 
0 


(22) an = —| f(x) cosnxdx, 


4 


f(x)sinxdx, 


ee 
| 
a 
ee 


$e Tor So auel ost bus ele 6 pl leme. ‘ste, 


22 


17 : 
| 6, = ral (x)sinnxdx. 


Wieder sind die Koeffizienten nur von den Funktionswerten, nicht 
aber von der Anzahl der Glieder der Naherungsfunktion abhangig. 
Steigert man die Anzahl der Glieder in (17), so andern sich die bereits 
berechneten Koeffizienten nicht mehr, es treten nur neue Glieder hinzu. 
Wir erhalten damit fiir f (x) eine unendliche Reihe 


/ (x) =a, + a,cosx + a,cos2% + a,cos3x-+... 

(23) +6b,sinx+6,sin2x*+ b,sin3x+..., 
deren Glieder stets die beste Naherung fiir f (x) darstellen, die bei glei- 
cher Gliederanzahl moglich ist, an welcher Stelle man auch die Reihe 
abbrechen mag, vorausgesetzt, daB man die Giite der Naherung durch 
den mittleren Fehler beurteilt. 

Zur Berechnung des mittleren Fehlers aus (19) verwenden wir die 
auf Grund der Normalgleichungen abgeleitete Beziehung (5). Sie 
lautet jetzt 


22 2a 
Q)= | P(x)dx— fg (x)dx. 
0 0 


Da (x) aus Orthogonalfunktionen aufgebaut ist, verschwinden in 
dem zweiten Integral alle Koeffizientenprodukte, und es wird unter 
Benutzung von (21) 


2a 
[Pi (a)dx =2najt+nu(gita+...4+@4B484...428%). 
0 


Damit ergibt sich als Quadrat des mittleren Fehlers 


22 
(24) me =| P(x)dx — as —4 > (ae + 3). 
0 a 
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Je zwei Glieder 
ax COSA x + by sina x 
kann man zu einem einzigen Gliede von der Form 
7, sin (ax + 6,) 

zusammenfassen, wenn man 7, und 6, so bestimmt, daf 

dy = Fesinod, == ya, Be 

oder a 
by = 1x COS Oy te Ogi 


ist. Die Amplitude y, kann dabei positiv genommen werden, wenn man 
den Winkel 0, , die Phase der Sinuswelle, im richtigen Quadranten wahlt. 
In dieser Schreibweise zerlegt die Fouriersche Reihe eine gegebene 
Funktion in eine Reihe von Sinuswellen mit verschiedener Phase. (Har- 
monische Analyse.) 
Das Quadrat des mittleren Fehlers erhalt bei dieser Schreibweise 
die Form 


270 


9 he aff 2 | 2 9 9 
(24a) Mi ——— | Pl (nade — a = (GB re) 
0 
Der Koeffizient a), der hier eine ausgezeicbnete Rolle spielt, ist, wie 
aus (22) hervorgeht, gleich dem Mittelwert der Funktion im Intervall 


O bis 22. 


§ 66. Harmonische Analyse empirischer Funktionen. 


Ist die anzunahernde Funktion nicht in ihrem vollen Umfange 
gegeben, sondern nur durch eine Anzahl aquidistanter Werte, so er- 
setzen wir die Integrale wieder durch Summen. 

Die Periode 0 bis 2m sei durch %),%,,%2... %, in 7 gleiche Teile 
geteilt, so daB 


DIO 
Xy = 


Yr 
ist. Die entsprechenden Funktionswerte seien V9, V1, Vo.++ Vr (Yo =)+ 
Die Naherung (x) haben wir dann so zu bestimmen, da8 


(25): Q= >i ya 94a) PF; corer lage se anes 7) 


moglichst klein wird* 

Die Aufgabe hat nur dann einen Sinn, wenn 7 gr6Ber als 2m ist. 
Sonst ist die Zahl der zu bestimmenden Unbekannten gr6Ber als die 
Zahl der gegebenen Funktionswerte. Man k6énnte auf unendlich viele 
Arten die 7 Fehler 

Ya — P (Xa) > (0. ==Ay 2th i) 
zum Verschwinden bringen. Von einer besten Annaherung koénnte dann 
nicht mehr die Rede sein. 
14* 
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Aus (25) leiten wir wieder durch Nullsetzen der partiellen Ablei- 
tungen ein System von Normalgleichungen; 


[ec (%x)] 205 

(OA, 255.7), 
pa (%_)|COSB 4, == 0 ee 
Sb. foe Y (Xa) ] sin B %q = =0 


ab, deren Koeffizienten noch zu ermitteln sind. 
Zunachst berechnen wir 


cos § 4e0 and) > cin, 


fiir die Werte B = 1,2... . Wir fassen beide Summen zu einer kom- 
plexen Summe zusammen: 


> cos B%_ +4 > sin B xq = ele, CHES DOM aE 
a a 


(26) 


2n1f 
‘ ‘ PA Ro eS % ! ea 
Nun wird, wenn wir x = —— einsetzen und zur Abkiirzung g fire 7 
schreiben : ; 
Mage 
a 


Es ist aber g" = e?**? — 1, wahrend q nicht gleich 1 sein kann, weil f 
kein Vielfaches von 7 ist, da 7 groBer als 2m vorausgesetzt wurde. 
Folglich ist Si flte — 9 


und somit 
(27). Debs 6%, = O07aiD sin Bae OA edoeatytee th) x 


Ferner ist, wenn § und y irgendeinen der Werte 1, 2... bezeichnen: 


2,008 BH COSY Xq, = #2, cos (8B + y) xXx 1 Ye0s(p — y)Xq, 
S'sin fresiny v2 = = 1 Seos (8B — y)%x — 4 Seos\ (B+ y) xXx; 
SU pra eats ae (B+ y) ro —4Dsin(p B—y)x 


Da f+ -y héchstens gleich 2 sein kann, also immer kleiner als 
y ist, so verschwinden nach dem Vorhergehenden alle Summen auf 
den rechten Seiten.’ Nur wenn f = y ist, verschwindet die Summe 


2; 008 (p B= Vixey IO =21,2 eee) 
nicht, sondern liefert den Wert 7, da jedes Glied der Summe gleich 1 ist. 
Wir erhalten daher entsprechend (20) und (21): 


>, COS B %q COSY X%_ = 0 
z pay 


(28) > sin bx, sinyx,—="0 | (4=1,2...7), 
a 


>, cos Bx, siny x, = 0 
a 
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und 
>, 60s B%_, cos BX = = 

(29) % , 
> sib x5 sin Bx, = 5: 

Damit nehmen die Gleichungen (26) die einfache Form an 

Lilo > Vn 
\ a (a=1,2 at 

(30) 5% = Da C08 BX q 
i es (Gat ee) 


- bs = 20 sin B %q 
Wieder sind bei festgehaltenem 7 die Koeffizienten der Naherung 
unabhangig von der Anzahl der Glieder, wenn nur 2” kleiner als 7 ist. 
Um den mittleren Fehler zu bestimmen, berechnen wir den Wert 
des Minimums (25). Wir schreiben 


Da be = (Xa) = > Ve — > H? (Xa) — 2 [Ya — Y(Ha)] & (Ha) - 


Auf Grund der Gleichungen (26) verschwindet die letzte Summe. Aus 
den Gleichungen (27), (28) und (29) folgt fiir 


DG) = D>, a cosxy ts. a, coswxg tb, sing, +... 
‘ by Si a)” 
der Wert pete ie) 


LH (a) = rab + 5 (bast... +a ++ B+... +H). 


Damit ergibt sich analog zu (24) als Quadrat des mittleren Fehlers der 
Mittelwert 


1 2 1 2 2 
Gi) mM =F Sy — a — Fat) (1,2... 7). 


Fiir die praktische Berechnung der Summen ist es zweckmafig, 
die Anzahl y der Ordinaten gleich einem Vielfachen von vier zu wahlen. 
Dann wiederholen sich die Werte der Funktionen sin und cos in jedem 
der vier Quadranten, und man braucht daher nur den vierten Teil der 
Produkte zu bilden. Wir schreiben deshalb 7 = 44. 

Ferner werden die Formeln am iibersichtlichsten, wenn die Anzahl 
der zu bestimmenden Koeffizienten gerade gleich der Anzahl 7 der 
gegebenen Ordinaten ist. 

Wir nahern daher jetzt die periodische Funktion f(x) durch den 
Ausdruck 


(17a) ' @ (x) =a) + 4, Cosx + ... + @gy-1C0S(2h — 1) % + 4,,C0S2p% 
+ 6; sinx + ... + b,,-, sin(2p — 1)% 

an, der gerade 4 Konstante enthalt. Jetzt ist es mdglich, samtliche 

Fehler, d.h. alle Glieder der Summe (25), zum Verschwinden zu bringen. 
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An der Berechnung der Koeffizienten andert sich nichts, sie werden 
nach wie vor durch die Gleichungen (30) dargestellt, mit Ausnahme 
Von zy. Fiir diesen Wert erhalten wir aus (26) mit Hilfe von (27) und (28) 


> Va 00S B%_ = ag > COS B %y COS 7 Xe (== Oe): 
a a 


wopel, § =.= 27 = . zu setzen ist. Nun ist 
>) cos B %q, COSY He = 4 >) cos (B + y)%~_ + ¥ >) cos (8 — y) Xe 
und die zweite Summe auf der rechten Seite liefert wieder fiir 6 = y 
den Wert 7. Aber die erste Summe verschwindet jetzt nicht, da 8 + y =r 
: : : : 2 A 
nicht mehr kleiner als 7 ist, sondern es wird, wenn man x, = 2n2 einsetzt: 


PiCdet iy > COS Loh, ou a ae) 
a 


a 


Damit erhalten wir fiir den Koeffizienten a,, die Gleichung 


1g =) VECOS 2D hg = yg COS = > (4) 


An die Stelle der Gleichungen (30) treten somit jetzt die Gleichungen 
. | Vag ==> ynC08 Beet (tlio B= 0.) odeta Iiba 22, 
(30a) 


= ap Sy COS in ( 
@ fiir aay 2 tee Pee 


2 


Dabei durchlauft « die Werte 1,2...7=4% oder auch die Werte 
Oia 2iinee! ple 

Um bei der Bildung der Summen die Symmetrie der trigono- 
metrischen Funktionen auszunutzen, fassen wir je zwei Glieder, die 
gleich weit von den Enden der Periode entfernt sind, zusammen und 
beachten, da8 


COSB%_ = COSB%,-4, sinpx, = —sinBx,_« 


y : 
F bp =D yo sin Bt. 
(04 


ist. Wir schreiben zur Abkiirzung 


So = Vap> Sop = Vep> 
(31) Seema octane 
OS re ore a) 
de =Vou = Vap— x ( P 1) 


dann erhalten die Gleichungen (30a) die Form 
Vay == > Sy COSD Na) (p= Ono). 


v = 
(30b) FZ 4 =D S068 B %p 


y (B Soha 2 peat). 


= bp = Dd, sin B x, 
a 


Jetzt durchlauft « nur die Werte 0,1,2...2¢. 


(17b) 
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Die Summen s und die Differenzen d der Ordinaten lassen sich 
bequem bilden, wenn man die Reihe der Ordinaten ,,faltet‘’, d.h. sie 
folgendermaBen in zwei Zeilen schreibt: 


Mal Ve V3 +--+ VYoo-1 Yap 
Yap V4p-1 Vap-2 Vap-3--+- Vop4+i 
Summe So Sy So Ss Sep et 9 S2p 


Differenz dy dy ds 145924 


Ebenso wie in den Formeln (30b) die Koeffizienten durch die GréBen 
s und d ausgedriickt sind, lassen sich auch umgekehrt diese GroBen 
durch die Koeffizienten ausdriicken. Wir brauchen nur dem Umstande 
Rechnung zu tragen, daB an den Stellen x, die Funktionswerte mit den 
Werten der Naherung zusammenfallen; dann ist nach (17a): 


Yor = Ay + A, COS%, + Ay COS2% q+. - - + Agp—1COS(2H — 1) %q-+ Aap COS2P Xa, 
oj Uys %, Us sIN 2%, 41. 1 Oey S10 (2p —1) x, 

Va — a= Ay + Ay COS%g Ay COS2% q+. - - + Agp_1 COS (2H — 1) Xa + Ag yCOS2P% 
= Orclliny 0, SIN, =e 05 ga SI (2p —=1) 44. 


Daraus erhalten wir 
$= GgCUSP Ny eh = 0..2 DP) 

p 
(32) 4 Sy a eal ee 


Ld, =Sysin px. (G== AF 2... 2p), 
wobei #6 die Werte 0,1,2...2 durchlauft. 

Mit andern Worten, die GroBen s und d werden aus den Koeffi- 
zienten nach den gleichen Formeln gewonnen, wie die GréSen va und 7b 
aus s und d. Algebraisch ist es die gleiche Aufgabe, die Sinuswellen zu 
einer Funktion zusammenzusetzen oder eine Funktion in Sinuswellen 
zu zerlegen. 

Zur weiteren Vereinfachung der Rechnung benutzen wir die Tat- 
sache, daB fiir gerade Werte von f 


COS PB %, = COS P%op-a,' Sin PX, = = SIN PB X2p-4', 
dagegen fiir ungerade Werte von # 
cosP%_=—cosPr%en-«, SMP %,=sin B xX2p_« 


ist. Damit kénnen wir, ebenso wie es oben bei den Funktionswerten 
geschehen ist, wieder je zwei der GroBen s und der GroBen d zusammen- 
fassen. Zur Abkiirzung schreiben wir 


Bn = Sp, Op = ay, 
By = Sa + Sap-a Oy = dy + dopa 
Da = Sx — Sep-a> On = be — den- « 


b= 0,1,2...p—1). 
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Diese GréBen lassen sich wieder am iibersichtlichsten durch ,,Lu- 
sammenfalten“ der Reihen fiir s und d gewinnen: 


So Sy AY) bone Sp-1 Sp 
S2p Sop-1 Sop-2+-> Sp+1 
Summe 8o 31 89 bts | SByay” .Sy 
Differenz Do Dy Do eae © 1 Dat 
und 
dy do et a Po RE 
dy - Ue dzp-2 - ae dy +1 
~ Summe oj; 02 het PORT Oy 
Differenz 6; 0s ae Opts 


Damit ergibt sich aus (30b) 
rap = 2 8x cos B Xx (6= 0, 20), 


le > 4% = 280 cos B xq 
(30c) ) 


| 
; <2) See f gerade , 
Za ai 
(G=142...¢=1); 
= 4p a> Py COSE Ma | 
; ‘ f ungerade . 
ep = 2, a SID B ha | 
« durchlauft jetzt nur noch die Werte 0, 4, ee 
Da fiir gerade Werte von « 
COS P %q, = cos(2p— B)x%,, smPx%, = —sn(2p— B)%,, 
wahrend fiir ungerade Werte von « 
cos B%_, = —cos(2p—f)x,, sinfpx, =sin(2p — f) x, 


ist, so empfiehlt es sich, gleichzeitig az und ay,_, und ebenso b, und 6, » _ ¢ 
auszurechnen; denn in beiden kommen die gleichen Produkte vor, nur 
abwechselnd mit dem gleichen oder mit entgegengesetztem Vorzeichen. 
Man schreibt daher die einzelnen Produkte am besten abwechselnd in 
zwei verschiedene Spalten, deren Summen dann zu addieren oder zu 
subtrahieren sind. 

Um die berechneten Koeffizienten einer Probe zu unterziehen, 
gehen wir von der Gleichung (17b) aus, quadrieren sie und summieren 
liber alle Werte « =1,2...~y7. Dann erhalten wir unter Benutzung 
der Orthogonalitaétsbedingungen (28) sowie der Gleichungen (29) und 
der oben abgeleiteten Summe 


> cos 2p %q COS2P%_ = 7 
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die Beziehung 
(33) Dia = 75 + Za a) +1 5p. 


Andererseits folgt aus den Gleichungen (31) durch Quadrieren 
und Addieren 


So + Sap = Ven + V0; 
pat = (Vp + Vapa1)? + (Vat apie)? H es + (Yanni + Von+1)? 
Da = (¥, — )) dp) Va Vapaa)? Saw geen Se (Yop—1 = Vapea)s 


a 
oder 


(34) Da = 3+ 4D (Sa + da) + Sp. 


Da nun nach (30b) die Koeffizienten a, nur von den GréBen sx, 
die Koeffizienten 6, nur von den GréBen d, abhangen, so miissen sich 
die Gleichungen (33) und (34) in zwei Gleichungen, je eine zwischen den 
GroBen a, und s, und eine zwischen b, und dx, zerspalten: 


| et ae ee 
(35) = 1a + = (ai -+ a+... + aby _1) +7 aby, 
lnaea dz +. tte aac Peo 


¥ 


if 
Rie Gigungen (30c) liefern 7 ay , 7 dz p Sowie > Be Z oa+++ FZ Wp-1> 


2 
Oy = be Da yaa: ; daher werden wir sogleich diese GréBen der 


Probe unterwerfen. Schreiben wir zur Abkiirzung 
Y=yitye+t---+Yip 
2 2 2 V2 5 54 2 
A= 3 (ras) + (Fa) + (Fa) +--+ (5 era) +3 (ray) 
2 2 2 
B= (5) + (5%) +--+ (5 ba), 
S=29+si+s+..- + Sp-1 + 2530, 
D=@+a@+-.:.-+ @p-1, 
dann ergeben die Gleichungen (33), (34) und (35) die Proben 


1 1 
Y= (4+B)=5(S+D), 


(36) 1 


1 
Sree De ae. 
5 poe » 


SchlieBlich kann man die Koeffizienten ag und 6; auch dadurch 
einer Probe unterwerfen, daB man aus ihnen wieder die Funktionswerte 
y, berechnet. Zundchst berechnet man nach (32) die GroBen s, und d,. 
Dazu werden die Koeffizienten a, jetzt genau so behandelt wie oben 
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die GréBen s,, und die Koeffizienten b, genau so wie die GréBen dp. 
Dadurch erhalten wir 
Sg an Stelle von ra, fir B=0,26 


1 ¥ 
5 oR ” ” ” 3 
fir P= 12 2pe ie 

1 v 

3 48 ” ”? 2 5 OB 
Aus den GrdBen sp, Sgy SOWIE Sy, Sp... Sop-1, 44, Gq --- Any-1 

erhalten wir die Funktionswerte: 

Yo = NG Van Van = Sop; 

i ry pet 
V1 = $51 + $41, Yon+1 = 252p-1 5 dop-15 
Vo = 45S + 4do, so ean «as Sale its sek omeule 
Lycee are eck coy Setaiey nen toee clamor: Vasp-2= 4 So = 4 dg, 

—_ =i 2 
Van-1= $Sap-1 + $ 4ep-1> Vip at = eo saa 


Schreiben wir die GréBen sz und dz in zwei Reihen, so ergeben sich 
durch Addition und Subtraktion die Ordinaten: 


Sa 45) i Seu a Sopot San 
2 4, 13d, --- 3d y-1 
Summe Yo MA Ve oC Vop-1 Yop 
Differenz Vap-1 Vap-2--+ ° Yop+i 
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In den Formeln (30c) sind zur Bildung eines jeden Koeffizienten 
nur noch #—1 Produkte erforderlich, wenn man die Multiplikation 
mit 1 nicht mitrechnet. Vorteilhaft ist es, die Zahl # durch drei 
teilbar anzunehmen, weil die dabei auftretende Multiplikation mit 
sin 30° = cos 60° = 3 so bequem auszufiihren ist. 

Wir wahlen # = 3, teilen also die Periode in zwolf gleiche Teile. 
In den Summen treten jetzt nur die drei trigonometrischen Funktionen 
sin 30° = 3, sin 60° = 0°8660 und sin90°=1 auf. Die Multiplika- 
tion einer Zahl mit 0°8660 geschieht am besten in der Form (4 — 0°4340), 
d. h. von der betreffenden Zahl wird ihr Produkt mit 0°1340 subtrahiert. 

Zur Berechnung der Koeffizienten erhalten wir jetzt das folgende 


chema: 
Sch Vie 62 ecu ameVeae Ve 


Ordinaten | 

: oe 108 Von ems 
Summe | S; Sg Sg Sg Sg Se 

Differenz I d, dg dg dy d; 


Differenzen 


Summe 
Differenz 
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sere ee 


i Kosinusglieder 
sin 30° = 4 de —3, | 3 | 
sin 60° = 1 — 0:1340 Dy 
s Ove $0 3) 
sin9o° = 1 { re ie ane eee? | heey: 
ce wea etl |Site eits| ot | it 
Summe I + II 12. a 6 ay ie 6a, 
Differenz I — II 12d, 6 a5 6a, 6 ag 
Sinusglieder 
sin 30° = 4 
Ssini602—1e— 071340 ; 0; Os 
sin 90°. = 1 Op 63 
re Sn ee ee I 
Summe I -+ II 6b, 6 by 
Differenz I — II ore 6b, 


Die angeschriebenen Werte fiir sin 30°, sin 60° und sin 90° sollen 
bedeuten, daB die in diesen Zeilen stehenden Gr6dBen 3 und bd sowie 
6 und 6 mit diesen Werten zu multiplizieren sind. Die Produkte mit 
% und 1 k6énnen natiirlich unmittelbar hingeschrieben werden, als 
eigentliche Multiplikation tritt nur viermal das Produkt sin 60° 
auf. Sonst besteht die Rechnung nur aus Additionen und Sub- 
traktionen. 

Um nach den Gleichungen (36) die Probe auszuftihren, berechnen 
wir einmal die Summe Y und dann die Summen A und B. Sind die 
Koeffizienten richtig berechnet worden, mu8 


Y=4(A +B) 


sein. Sollte sich eine Abweichung ergeben, empfiehlt es sich auch die 
Summen S und D zu berechnen, um aus den Gleichungen 


£44; D=48B 


schlieBen zu kénnen, ob der Fehler in den Koeffizienten a oder 6 steckt. 
Sind diese beiden Gleichungen erfiillt, obwohl die erste Gleichung eine 
Abweichung ergab, so ist der Fehler schon bei der Bildung der GréBen 
s und d unterlaufen. 

Die Quadratsummen sind mit grdBerer Genauigkeit (Rechen- 
maschine oder Quadrattafel) zu berechnen, da sonst die kleinen Qua- 
drate durch Fehler der groBen verdeckt werden. 

Will man umgekehrt aus den zwolf Koeffizienten die zwolf aqui- 
distanten Ordinaten berechnen, so hat man, wie umstehend gezeigt wird, 
die Koeffizienten a der Kosinusglieder an die Stelle der Summens, 


220 Annaherung willkirlicher Funktionen durch Reihen gegebener. 


und die Koeffizienten 6 der Sinusglieder an die Stelle der Differenzen d@ 
in das Schema einzutragen. Man findet dann sy und s, an Stelle von 
12a) und 124a,; im tibrigen 3s, an Stelle von 6a, und }d, an Stelle 


Probe 

Yi + (12 ao)? 2s 

v3 ( 6 a4)? si 

V3 ( 6 a»)? S3 

v4 ( 6 as)? S3 

ve ( 6 a4)” sf 

Ve ( 6 as)” S5 

V5 p (12 a)? 2 

Vi A S=4A 

v5 

he (6 0)? qy 

Vin (6 b.)? a’ 

Vio (6 bs)” a3 

Y (6 b,)” qe 

1 (A + B) (6 05)? ad? 
B "p= 4B 
Vit: 

von 66,. Die hierdurch ermittelten Groen so, $5), ... 355, S6 schreibt 
man an die Stelle der Ordinaten yp, ¥j,..-, V5, Vg, und die GréBen 
44,, $do,..., kd; an die Stelle der Ordinaten ,,, Vio, ---, ¥7- Als Summe 


erhalt man yo, yy, ..-., V5, Ye und als Differenz ,,, Vy, ---».Ve- 


Abb. 12. 


Natiirlich kann man die Rechnung auch auf die bei der Analyse 
gefundenen sechsfachen Koeffizienten anwenden und erhalt dann als 
Resultat die sechsfachen Ordinaten. 

Beispiel: Die in der Abb. 12 gezeichnete Kurve ist zu analy- 
sieren. 
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Man teilt die Periode in zwélf gleiche Teile ein und entnimmt der 
Zeichnung die folgenden Ordinaten 


+38, 212, -b4e- +14, +4, —18, —23, —27, 
24 2 85. 32h 4-38. 


Die Rechnung erhalt nach unserem Schema die folgende Gestalt: 


| Eee) 4 14 AL = 18 
38 32 8 — 24 — 27 — 23 
Summe || 38 Om 20) — 20 — 13 — 19 — 18 
Differenz 6 4 28 41 PMG 
| Summen Differenzen 
28 
Summe | 20 51 Ten Seale ee 45 28 
Differenz || 56 89 33 — 21 == ai 
Kosinusglieder 


72:5 | 77-1 | 165] 45°5 | 


58 149°6 62 ; 
= 4 — 46 — 29 23 
Sinusglieder 
aa | PRE Pd PP SETAE See el Woke a 
46:5 | | 
39°0 | — 18:2} — 32:0 
28 a3 28 
Summe 44°5 | 39:0 ie 
83°5 — 50:2 
5°5 13°8 5 


Das Resultat ist somit 


12a, = —4 6 b, = 83°5 6b, = — 502 
6G, =225 6 a= — 29 6a;= — 46 


6b, = 5, 6b, = 13°8 6 bg = 5°5 
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Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen: 


y2 = 1444 LiGaainye == SER 
yi = 144 ( 6 ay)? = 22 380°2 
y2 = 16 ( 6a)? = 3844 
y2 = 196 (643)? = 529 
yi = 16 (6a)2= 841 
V2 ==) 324 (MS PEND 
yi = 529 3 (12 a6)? = 8 
yi = 729 A 29 305-4 
A eye 
its ns (66,2 = 6972:2 
y?, = 1024 (6.55) = 2520 
y2, = 1444 (605) ==" 25 
~ Y = 6506 (604)? = 1904 
1 (A + B) = 65072 (66;)? — 30°3 
Abrundungsfehler 5|2) B =) OV By D 
A + B = 39043°3 
SchlieBlich k6énnen wir auch aus den Koeffizienten 64), 6a,,...64;, 


6a,,66,...66, umgekehrt die sechsfachen Ordinaten berechnen: 


| Koeffizienten a Koeffizienten 6 
29 149°6 CO 2g Oe 
—2 — 46 — 29 5°55 13°8 
Summe 27 145 BCi We 89 — 364 5 
Differenz 31 154°2 91 78 — 64 


Durch Addition oder Subtraktion finden wir die sechsfachen Ordi- 


naten: 223) 210" 860 60 39 57 108 


TS eee. 84 123 81 
SHUMINS My On coc OMRON || PAS DAS GD 24 84 24 —108 
DifferenZy (64/415 OVyos ek OV i 192 48 144 162 138 


In Ubereinstimmung mit den urspriinglichen Werten. 
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Fassen wir je zwei Glieder zusammen, so kénnen wir das Resultat 
auch in der Form schreiben 


Y (x) = 4°83 + 28°55 sin(x + 6,) + 13°30sin(2% + 6,) + 3°92sin(8x + dg) 
+ 5°35sin(4%-+ 64) + 1°20sin(5 x + 6;). 
Dabei erhalten die Phasenwinkel die Werte 


6,= 60°83, 
: ‘ 5 Oy == 2052455 
Of 74 see 


Der Koeffizient a, ist so klein, da8 die Funktion durch dieses Glied 
nicht mehr beeinflu8t wird. Auch der Einflu8 des Gliedes 1°20 sin (5 « ++ 65) 
ist kaum merklich, denn ohne dieses Glied wird der mittlere Fehler 
entsprechend (24a) 


1 . sa 64 
m= ye — a -S EAT AT A. 
a 


Nun ist aber 
1 2 9 
v= 54217 und +t A+A+ A) = 540-45, 


der mittlere Fehler also nur gleich yo-72 == FSH , 
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Man wird im allgemeinen der fiir die anzunahernde Funktion ge- 
zeichneten Kurve ansehen k6nnen, ob man mit zwolf Ordinaten eine 
hinreichend genaue Zerlegung erhalt. Die zwolf Ordinaten miissen den 
Verlauf der Kurve in allen wesentlichen Punkten wiedergeben. Zwischen 
zwei Ordinaten diirfen keine betrachtlichen Maxima und Minima vor- 
kommen. 

Um sich von der Giite der Annaherung an zwischenliegenden Stellen 
iiberzeugen zu kénnen, ist es erwiinscht, die Funktion 


y (x) = a) + a, cosx + a, COS2% +... + Agp-1COS(2P — 1) % + agp CoSs2p% 
+ b,sinx + b6,sin2*%-+...+ dep,-,sin(2p —1)% 
auch an anderen Stellen zu berechnen als in den Punkten 


a, 220 


Ne Sab, (ee Op 1s 2a Ap — 1), 


Wir setzen zu diesem Zweck 


~=xv +2 
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bend 


und berechnen @ (x) in den Punkten 


, 200 


ore oder x*=2x,+A4. 


Setzen wir x = x’+ 1 in w(x) ein, so wird 


dp tag. 
ap cos Bx + bblsin Bx = (ag cos BA + bg sin BA) cos B x’ 
+ (bg cos6A — agsinfd)sinB x’ (6 =1,2...2p—1), 
Ax» COS2P%X = Ag, COS2PACOS2PxX — ag, Sin2pAsin2 py. 
2X 


4p 


Das Glied sin2px’ verschwindet in den Punkten x’ = 
Schreiben wir zur Abktrzung 


a = %, 
ae dabecst (aur vt ‘: 
(37) bgcosbA — agsin BA = be (p Tidcscs 2p 1), 


Ag, COS2PA = a5, ,; 
so wird 
P (Xa A) = ao + a costa +... + p-1 008(2f — 1) Xa + aay C0S2 PX 
+ bi sinx, +... + bey-1 Sin (2H — 1) %. 


Wir brauchen daher fiir den gegebenen Winkel / nur aus (37) die 
neuen Koeffizienten a’ und 0’ auszurechnen. Die Berechnung der 4 p 
Funktionswerte aus den GréBen a’, b’ geschieht ebenso wie friiher (vgl. 
Dacia). 

Fur die Kontrollrechnung kann man die Quadratsummen in den 
neuen Koeffizienten durch die alten ausdriicken. Es ist zundchst 


72 1 2 53, = he = 
und daher Piva DBR care Bye MBs? 2p—1) 


(38) A’+ B'=A+ B— 4(rag,)2sin?2 pA. 


Fir die Annaherung in zwolf Ordinaten, also fiir den Fall p = 3, 
wollen wir 4 = 45° setzen. Dann ist 


Cosham ein eee ae 
\2 V2 
cos2A== . 0, sin2d4= 1, 
1 
eee ee sin 3.4 = pes 
cos4 A == — 4, sn4i4= 0, 
Cosh ee smh Soe, 
}2 
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Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten 


a,+6 a,—b 
a, = 1 1 ees a 
y2 y2 
a, —b a, +b 
Ae a thee 
a= — Ay, b= —b,, 
a, a5 + bs bf ds — bs 
y2 ° y2 ~ 
a= 10. 
In unserem Beispiel hatten wir die folgenden Koeffizienten gefunden 
6a 29 149°6 62 BS} = 38) —46 —2 
66 S75 = 502 § 13°8 5B 
Summe 23501 28 0-9 
Differenz | 66°14 18 — 104 
Daraus ergeben sich die neuen Koeffizienten 
6a’: 29 1643 — 50:2 — 12°7 290 530-7, 70 
60’: —467 —62 —198 —139 —7-1 


Damit erhalten wir nach dem friiheren Schema 


Koeffizienten a’ | Koeffizienten }/ 
| 29) 4164°8.. = 50:2" = 42°79) — 46-7. 162 — 19°8 
| 020% 29 Gf) ANP) 
| DQ) NSE = DIA = PE | GBS} = GO TIERS 
29 165°5 — 79:2 — 396 — 48:1 
| — 39°6 106 | 82-4 
143°3 
29 1644 29 29 12275) 5290 — 79:2 
—21°2 = Gy | 
| 
Summe 7°83 151°4 —10°6 143°3 39°6 leans 
. | 430-2 132°7 134-4 
| — 143°6 15,359 = 5524 108°2 


OS TE eae ALi] 
| 
Summe | —467 | —657, | | 
— 1124 = 760 
19°0 7°4 — 34:0 
| 1592) $3277 1344 108°2,  — 5572  — 1539 — 143°6 
—112.4 —760 — 34:0 74 iE 2Dle a 
- Summe: 6y | 1502 203 584 742 —478 —1349 —143-6 
Differenz: 6y | DAS tae 2AO4 | 1422 —— 62°6  —=472°9 


Runge-Ko6nig, Vorlesungen. 15 
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Von den sechsfachen Koeffizienten ausgehend haben wir die 


sechsfachen Ordinaten gefunden. Fiir die einfachen Ordinaten’an den 
Stellen : 5 
a er (a= 0, 1, 2,22 841) 


finden wir somit die Werte 

1265 + 3t4° Sebo OF 2124 80 Be 5 259 

E988 SSO Ay a 350s, 

Zur Probe berechnen wir die Quadratsummen. Wir finden 

Y ==64004", 
wahrend nach (38) 
A’ + B’=A+ B—4(12 4,4)? = 39 0433 — 8:0 = 39.035°3; 

also 4 (A’ + B’) = 65059 
ist (Abrundungsfehler 6:8). 

Die neu berechneten Punkte sind in die Zeichnung (Abb. 42) ein- 
getragen. Man erkennt aus ihrer Lage, wie weit sich die Naherungs- 
funktion der gegebenen Kurve anschmiegt. 


§ 69. Zerlegung fiir eine gr6Bere Zahl gegebener Ordinaten. 

Sollte die Darstellung durch zwoélf Ordinaten nicht ausreichend 
sein, so mu8 man ein Schema fiir gréBere Werte von 7 aufstellen, das 
ganz entsprechend unserem Schema fiir zwoélf Ordinaten angeordnet 
werden kann. 

Es ]aBt sich jedoch auch die Zerlegung fiir 24 gegebene Ordinaten 
Vy, Vo, +++ Vo, Gurch zweimalige Anwendung des Schemas fiir zwdlf 
Ordinaten gewinnen. Zunachst bestimmen wir wie bisher aus den 
zwolf Ordinaten mit geradem Index, indem wir sie wie tiblich zusammen- 


falten: 
Ve Va v6 Vg V10 Vy2 


Voa Veo 20 Vig M16 Vi4 > 


die Koeffizienten 


12 
12 ag =>" Vox COS B X95 (G-=2.0,6)4 
a=) 
12 
(39) 6 ag =>) Yeu COS B X20 
oo. 


12 
6 bp => You Sin B X20 
o=L 


Sodann aus den zwélf Ordinaten mit ungeradem Index, die wir 
in der Form 
V5 Jeg Yo Vu vis OE) 15 
Ys vA Yes Yor Vie Yi7 


§ 69. Zerlegung fiir eine gréBere Zahl gegebener Ordinaten. DAH 


zusammenfalten, die Koeffizienten 
ay : 2 
Uf Sp Si 
12a = 2 Yous COS B X20 => You-1C0SP%2a-4 (B= 0,6), 
C= aah 
12 12 
(40), 6a => you+3 COS B X20 => Von-1 008 BX24-4 
oooh ost 


e 12 a 
/ : ~S 
6b; =D Yaar sin p X2 «x = 2iSa-1 COs Bixee. 4 
e= 1? o— 
wobei jetzt ange 


ete 7 
gesetzt ist. 


Nun berechnen sich fiir eine Einteilung der Periode in 24 Teile 
hice 24= ociizienten, Ay. A.) .ertypoA ey ind Bi, Bow.a< By mach 
(30a) aus i 
DAA E> Vy, COS PD Xcy (8 = 05412) , 

os 
tig fy COS Ga, 
a (B=1,2,...11) 


=] 


oder, wenn wir die geraden und ungeraden Ordinaten trennen, aus 


12 
24 Ap =D (20008 B20 + You-100SB %2x-1) (8 = 0, 12), 


214 


12 Ap =, (Ven COS B %oq + Voa-1 COS B X%o4,-1) 
vis (G2. 11). 


12 
12 Bg => (yeu sin B ¥20 + You-1 Sin B %20-1) 
a=l1 
Die Summen iiber die geraden Ordinaten stimmen tiberein mit 


den Summen (39). Die Summen tiber die ungeraden Ordinaten dagegen 
lassen sich aus den Summen (40) ableiten. Denn setzen wir 


ag = ap cos f x, — bgsin p x3, 
1 . 
a bg = bg cos B x3 + azsin f x5, 


so wird 3 
12 @j = >) V2n-1 COS B %24-1 P= 0) rae 0, 
a=1 
Let MS ; 
125) =Syou-rsinBr.1 (B=6), =O, 
a=l1 


12 
6 Gp => You-1 608 B X20-1 
o=1 


4 12 ; 
6 bp = Veet sin B %20~1 
a=] 
15* 
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Das gilt zunachst fiir die Werte 6 <6. Fiir die groBeren Werte 
benutzen wir die Beziehungen 


piven =20n—(12— ) %2., 
Bb %20-1= (20 —1) 4 = (12 — B) Hoq-1- 


Danach ist 
cosP%ean = cos(i2—)%e-, sinBie, = —sin(12 — f)%2., 
cos B %e4-1 = — cos (12 — B)%en-1, sinBxeg-1=  sin(12—)%2., 


und somit wird 


12 

12@12-p= > V2ec0SPx%2, (B= 12), 
a=1 
12 

6ay2-p= >) V20008 B X90 
ao=1 


6 a2-p = —Svonsinf ts 
und andrerseits 
(2 tae eae ee (6 = 12), 
: De 
6 @12-2= £6 indy iptarsigteertay 
6 bi2-2 = 2, Y20-1 008 B Heat 


Setzt man in (44) den Wert x, = = ein, so wird 


ay = a by = bo = 0, 
So ai — 4 Pf a +bf 
a y2 ? Ah Se 2 ? 
a = —Bb, = ah, 
a a’, +s = al, — bf 
(42) be y2 > ee ic ye 
aQ=—a4, b= —b,, 
OD wats - a + bf 
° y2 ? & y2 > 
i ge ee 


Aus diesen Groen und den Koeffizientep a, und b, erhalt man 
demnach die gesuchten 24 Koeffizienten durch Addition und Subtraktion. 


12a, 6a, 6a, 6a, fa, 6a, 124, 

120, 6a, 6a, Ga," "Oa, 6 as 
Summe 24A, 142A, (1242) 424,912 eei2d aio 
Differenz 24A,. 124, 124,9 12Ag 124, 124, 
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65pm 6 OFA Gb, "GD, > Gb) 125, 
6b; 6b, 6b; 65, 60; 
cumme 4287-4126, 9 128,128, 12B, 128, 
PMterenzers 12 Biperte-D, ieee. 128, 1235; 

Fir die Berechnung unseres Beispiels entnehmen wir der Zeichnung 
(Abb. 12) noch die weiteren zwélf Ordinaten an den Stellen a + = 
(« =1, 2, 12) und bezeichnen sie jetzt mit ys, yz, ..- Vag Vv Vs! 

DO Weenie ee OO Ne aO8 ea 25 Agi e282 yy ej 110; 
24:5, 35°53) & 40°05 26'S. 
Unter erneuter Anwendung unseres Schemas berechnen wir aus 
ihnen nach (40) die Koeffizienten 

—A2a6= 568, 6a, = 1647, 6a=—502. 6a,= —142, 
12a;= —64, 60;=—480, 66=—611, 6%—=—170, 

64= 292, 64= 43, 

664,=—147, 66;=— 50. 

Mit Hilfe von (42) finden wir die GréBen 

12@=563, 64,=1504, 64—= 611, 6a,=22'1, 
Op — a o2ie 0 0s —= 2502 = 0.0, —= 62:0, 

Cte ——— 20:27, 62, = — 6:6, 

6b,= 147, 66,= 0°, 120.= 64. 

Hieraus ergeben sich in Verbindung mit den bereits frither (S. 221) 
berechneten Koeffizienten ag und 6, durch Addition oder Subtraktion 
die Koeffizienten fiir die Einteilung der Periode in 24 Teile: 


gy Gus. ag 2 bone 1490 O2N 423 29 —46 —4 
CPE Pea 568 150°4. 61:1 22:1 —292 —6°6 
Summe: Ay, 4,, ...Ag, Ag || 114°8 300°0 123-1 45°14 —58'2 —11:2 —4 
Differenz: Aj,, 4y,,.--A; 12°08 09 09 0-2 2:0 
bee. en. .0e 825 =50-2 20, 44-7  0:5.. 64 
Di eOsease 305 S815 ae hie 5 13°8 DD 
Summes O30 Boy -sr >, 5g. |) 106-708 100:4 [PO BESS 6:0 64 
Differenz: B,,, Bip, .-. Bz | 4-0 OFS — 3-0 079 —5-0 


Zum Vergleich mit den friiher (S. 221) berechneten Koeffizienten 
setzen wir die Halften der soeben berechneten Werte her: 


1A A ee 150), (Aa O16, 5 OA, —) 22°6, 

1A Oy, | OB, = 83 |, Gibeeee— 502) Oo Day 55, 
SG Ap = 20 eee OA. == —5'0,.. OA, = —2; 6A, =A, 
Ob we AO Doe 30,,. OB 3725.6 OB = —2'5, 
GAp= 20My 1OAy=—-9 04, 64A,= 04, 6A = —04, 
6B;= 04450 68B,=—15, 6By=— 2, 6By,=—05. 
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Bei einer groBen Zahl von Ordinaten kénnen einzelne Koeffizienten 
a, bg besonders bequem ausgerechnet werden, wenn der Index f mit 7 
einen gemeinsamen Teiler @ hat. Ist namlich 


B= ef, r=or 


so wird 

7 i) ei 2, a—7” 
ty = B- 22% = pf 25% anf + pS) < anf + Baa—y 
und daher 

cospx,.=cosP%,-~, sinbx, =sin Pray. 


Daher lassen sich in den Summen 
> Vg. COS Bas ED Vest Ne UO Nye De aca?) 


alle die Glieder zusammenfassen, deren Indizes ~ um ein Vielfaches 
von 7’ verschieden sind. Zu diesem Zweck schreibt man am besten die 
Ordinaten y,, ¥2,..., y, in Form eines Rechtecks mit @ Reihen von je 


vy’ Gliedern: 
V1 Vo a ae 


Vir+1 Vr’ +2 se Yor 


Yr-9/ +1 Vr—r 422°: Vr 
Summe 2, Zo ee 


Die Summen 2, 2, ..., 2,” sind jetzt ebenso zu behandeln, als wenn 
man es nur mit 7’ Ordinaten zu tun hatte, und liefern 


= ape > 2008p ae 
; 2 Mec (Go Te One eee 
=> bp ==i> zy sin aie 

wobei id 


2M 
y 


eo 
gesetzt ist. 
Nehmen wir in unserem Beispiel y = 24 und berechnen die Koef- 
fizienten a, und 06, so ist 


O= 6," Bart se ir = 45 


Die 24 aus der Kurve entnommenen Ordinaten sind jetzt in Form eines 
Rechtecks aus sechs Reihen mit je vier Gliedern anzuordnen: 


40°0 38 26°5 12 
3°6 4 9°5 14 
12°5 4 — 10:0 — 18 
= 20'8 23 — 25°1 = Pi 
— 28:2 — 24 — 11-0 8 
24:5 32 35°3 38 


Summe  31°6 th 25:2 | 27 
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. aU 
Nun ist x!) = as, und daher 


at 
12 a = >) 24.608 0 oe) as >) rg a0 
= 2 
al . Go 
126¢=>)z.sina—= 2 5, AOA 


Auf diesem Wege lassen sich die héheren Sinuswellen leicht ermit- 
teln, vorausgesetzt, daB man die Ordinaten fiir eine geeignete Einteilung 
der Periode bequem aus der Zeichnung entnehmen kann. 

Hat man die Zerlegung bereits fiir die Zwélfteilung der Periode 
vorgenommen, dann fiigt man die hoheren Glieder in solcher Verbin- 
dung mit den niederen hinzu, daB die Ordinaten an den zwdlf Teil- 
punkten ungeandert bleiben. Sind z. B. a, und 6, berechnet worden, 
so fiigt man die Verbindungen 


Qq COS 7 % — A, COS 5%, 


: b,sin 7% -- b, sin 5% 
hinzu. Denn da ‘ Hh ; 


cos 7% —cos}x% = — 2sinxsin6%, 
sin7x-+sin5*#= 2cosxsin6%x 

14 
re 
Allgemein kann man fiir irgendeinen hoéheren Wert von f die Ausdrticke 


ist, so verschwinden diese Ausdriicke an den zwolf Teilpunkten « 


apcos B x — agcos (12 — p) x, 

bg sin 6 x + bg sin (142 — fp) x 
addieren, ohne daB®B sich die zwolf Ordinaten und damit die bereits aus 
der Zwolfteilung gefundenen Glieder andern. 


Fir 6 = 6 kann man by sin 6 x 


hinzuftigen, ohne die zwolf Ordinaten zu andern. 


§ 70. Annaherung durch Exponentialfunktionen. 


In vielen technisch wichtigen Fallen ergeben sich durch Messungen 
,abklingende“ Funktionen, die sowohl periodischen wie auch _nicht- 
periodischen Charakter haben kénnen. In beiden Fallen tut man gut, 
die empirische Funktion durch eine Reihe von Exponentialfunktionen, 
also durch eine Funktion 


Ot) == Ge" dg CR ee 


anzunahern. Der einzige Unterschied besteht nur darin, daB bei ge- 
dampft periodischen Funktionen die Exponenten a, 2, X3, ... komplex 
sind, wahrend sie sonst einen reellen negativen Wert erhalten. 

Im Gegensatz zu den friiher fiir die Naherung benutzten Funktionen 
sind hier die Funktionen X, = e*”, X, = e%*, ... nicht direkt gegeben. 


232 Annaherung willkiirlicher Funktionen durch Reihen gegebener. 


Sie enthalten vorlaufig noch unbekannte Konstanten, 0, &»,..-, die 
erst fiir jede anzunahernde Funktion passend bestimmt werden mussen. 
Die Aufgabe besteht also hier aus zwei Teilen. Zunachst miissen die 
Konstanten 0, %,,... bestimmt werden, und dann sind noch die 
Koeffizienten a,, d,,... zu ermitteln. 

Der zweite Teil ist schon im § 61 erledigt worden. Sobald die Ex- 
ponenten 44, d2,... bekannt sind, kénnen die Exponentialfunktionen 
als gegebene Funktionen X,, Xj, ... angesehen werden. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten «1, %,... setzen wir voraus, 
daB die anzunahernde Funktion durch Aquidistante Ordinaten 
Vi» Vay i++ Vy Zu den Abszissen %,, %, +h, x, +2h,... gegeben ist. 
Das Verfahren mége der Bequemlichkeit halber fiir eine dreigliedrige 
Annaherungsfunktion 
(43) y (%) = ae%* + a,e*t + a, e%s 
entwickelt werden. Die Resultate lassen sich jedoch ohne weiteres auf 
die Annaherung durch eine Summe von beliebig vielen Exponential- 
funktionen ausdehnen. 

Wiirden die gegebenen Ordinaten durch die Naherungsfunktion 
genau dargestellt, so miuiBte allgemein 

ia, e%lti+(y—-1)h] + Ay eX2[%i+(v—1)A) + as e%s[a,+(v-1)A] 
sein. Zur Abktirzung setzen wir 
orl ty) Mier aliee tee we Tete hes, 
und ferner fiir einen Augenblick 
ay e%1 [4% +(v - 1)h] — py ph is e%2[%2,+(v—1)h}] — be a fay e%s[%+(v—1)h] — bs : 


Dann werden y, und die drei auf y, folgenden Ordinaten y,.1, V,43, Vra3 
Il 
dargestellt durch in =p SAMS a 5. 


V+ = P12 + por + p32z, 
Vr+2= pr tit pe + p33, 
Vv43 = Pr zit 2+ fe %- 
Um aus diesen vier Gleichungen die drei unbekannten GréBen 
py, Pe, pz ZU eliminieren, multiplizieren wir die erste mit sz = — 2, 2p 23, 
die zweite mit sy = 21 2, + 2523 + 232,, die dritte mit s, = — (z, + 2, + 24) 
und addieren die Produkte zu der vierten Gleichung. Dann heben sich 
die rechten Seiten gegenseitig fort und wir erhalten 


Vy S35 Yori Sa 1 Vyas 1 Vee — O- 


Diese Gleichung gilt fiir jeden Wert von v. Im ganzen liefern die 
m aquidistanten Ordinaten m — 3 Gleichungen zur Bestimmung von 


; d-s,: 
Ne Maes ViSg+ YaSo + VeSy +4,=0, 
(44) YeS3 + VaS2 + YaSy +43 =0, 


OG (O10: ©. o:.0. 'e) 0 6. (@: 61.0) 0] 0: Biel ey site) See) a alee Lele) a 


Yn-3S3 + Yn-9Sq + Yn-181 + Vn = 
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Es miissen daher mindestens sechs Ordinaten gegeben sein, damit 
die eindeutige Bestimmung der GréBen s,, sy, s3 méglich wird. Sind 
mehr als sechs Ordinaten gegeben, so kénnen im allgemeinen durch 
keine Wahl der GréBen 5, sy, s, die rechten Seiten der Gleichungen (44) 
genau zu Null gemacht werden. Die Abweichung kann einmal davon 
herrtihren, da& die gemessenen Ordinaten mit Beobachtungsfehlern 
behaftet sind, und zweitens davon, daB die empirische Funktion nicht 
genau, sondern nur angenahert durch einen Ausdruck von der Form (43) 
dargestellt werden kann. In jedem Falle machen wir von der Methode 
der kleinsten Quadrate Gebrauch und bestimmen die GréBen 5, sy, Sg 
so, daB die Summe der Quadrate der Abweichungen der rechten Seiten 
der Gleichungen (44) von dem Wert Null ein Minimum wird. Voraus- 
gesetzt mdge dabei werden, da alle Ordinaten y,, yo, ..., y, mit glei- 
cher Genauigkeit gemessen worden sind. 

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert zur Bestimmung von 
$4, Sg, Sz drei Normalgleichungen. Hinzu nehmen wir noch eine vierte 
Gleichung, um gleichzeitig mit der Auflésung der Gleichungen die 
Summe der Quadrate der Abweichungen bestimmen zu kénnen. In 
abgektirzter Schreibweise lauten die vier Normalgleichungen: 


B Se Sy 
(et n-3 n-3 n=3 
Zia Ye LaVa+1 Zi VaYa+s ZaYars 
n-2 m2 na2 
DVaVa DiaVo+4 Di VaVa+e 
n-1 nal 
a VaV a aa 
3 i 
n 
Daa == (2, 


Aus der Summe & der Quadrate der Abweichungen erhalt man 
den Mittelwert m der Abweichung einer Gleichung nach den Regeln 
der Ausgleichungsrechnung fiir den Fall, da8 drei Unbekannte zu be- 
stimmen sind: Q 

TS 
n—6 
Daraus ergibt sich der mittlere Fehler m, einer gemessenen Ordinate: 
mAtsi+s+3)——2.. 

In jedem bestimmten Fall wird man entscheiden kénnen, ob der 
auf diesem Wege bestimmte mittlere Fehler m, nicht das fiir die Un- 
genauigkeit der Ordinaten zulassige MaB tiberschreitet. Andernfalls ist 
die groBere Abweichung auf das Konto der Naherungsfunktion zu setzen. 
Die Annaherung durch eine dreigliedrige Naherungsfunktion vermag 
dann den beobachteten Werten nicht gerecht zu werden; man miiBte 
weitere Glieder heranziehen. 
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Nach Auflésung der Normalgleichungen kénnen die GréBen 2, 22, 23 
bestimmt werden aus den Beziehungen 
Sy = — (4+ %+%), 
Sara a am aie 
Sq saat Sa,8a 2 
Nach bekannten Sadtzen der Algebra sind 2, %, 2; die Wurzeln der 
kubischen Gleichung 
(45) 2+ $22 + soz+s,=0. 


Aus den HilfsgréBen z,, 2), 23 findet man schlieBlich die gesuchten 
Exponenten 


1 1 1 
oy = = 4 , Oe = ley, Og= 5 182s - 


Besitzt die kubische Gleichung (45) ein konjugiert komplexes 
Wurzelpaar ty ES. ine eats 
so werden auch die Exponenten «, und «, konjugiert komplex. Da dann 
auch die Koeffizienten a, und a, konjugiert komplexe Werte erhalten 
miissen, so schreibt man die Naherungsfunktion (43) besser in der 


reellen Form y (x) = a,e%* + a, eh* cosy x + ageh*sinyx. 


Dabei ist jetzt tinh — 14 in 


oder 1 rl . 
p=ae@+ ie), y= parctet. 

Beispiel: Zu den Aquidistanten Abszissen 0, 5, 10, 15, ... 60 sind 

die Ordinaten 


0°0., 25°40 S52 20207 2 446:6.0 = 155-0 402 io se 
4246: AAA 99°2, 90°2, 85°4 
gemessen worden. Die durch diese 13 Ordinaten gegebene empirische 
Funktion ist durch eine Funktion von der Form 
anzunahern. eA ike £8 Se Ah 


Zur Berechnung der GroBen sj, sy, s3 ergeben sich 13 — 3 = 10 lineare 
Gleichungen: 


Ss So Sy 

0°0 254 59°2 92°9 
all 59°2 92°9 119°6 
59°2 92°9 119°6 135°6 


92'9 119°6 135°6 140°2 
119°6 135°6 140°2 135°4 
135°6 140°2 135°4 124°6 


140°2 135°4 1246 441°4 
135°4 124°6 111°4 99°2 
124°6 411°4 99°2 90°2 


111°4 99°2 90°2 85:4 
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Aus ihnen erhalten wir in abgekiirzter Schreibweise die folgenden 
Normalgleichungen: 
33 S29 al 
111 381 114 111 112 099 106 946 
121222 123058 120570 
128 728 129 276 


Die Auflésung ergibt 132 516 
Sy we 2°539 > 
Se 205n Oe. 
Sg = — 0°744, 


Innerhalb der bei der Rechnung mitgefiihrten Stellen erhalt Q den 
Wert Null. Zur genaueren Ermittlung berechnen wir mit den gefundenen 
Werten sj, Ss, Ss die rechten Seiten der zehn linearen Gleichungen und 
finden als Summe der Quadrate der Abweichungen den Wert 

O== 0105. 
Somit erhalten wir fiir den mittleren Fehler einer Ordinate 
MAG = 
oder ee ie © 
My = + 0°034. 

Da der Fehler innerhalb der Genauigkeit der gegebenen Ordinaten 
liegt, kann die empirische Funktion innerhalb der Beobachtungsgenauig- 
keit durch einen dreigliedrigen Exponentialausdruck dargestellt werden. 

Die aus $j, So, Sz gebildete kubische Gleichung 


28 — 2°539 2? ++ 2°283 z — 0°744 = 0 
besitzt eine reelle und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln: 
z, = 1°000, 
%, = 0°770 + 073897, 
Z, = 0°770 — 0°389 1. 


Damit wird 


%=0, 
p= 180744 = —0:0296, 
ye = arctg0°505 = 5°36. 


(Fortsetzung s. S. 246.) 


§ 71. Aufgaben zum 8. Kapitel. 
4. Die Funktion earn 
V1 + 42 
ist im Intervall 0 bis 1 durch eine ganze rationale Funktion ersten und 


zweiten Grades anzunahern. Wie groB ist in beiden Fallen der mittlere 
Fehler ? 
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2. Aus einer Messung sind folgende Wertepaare hervorgegangen : 


x y 

=A — 10 
0°8 26 
1°7 43 
32 66 
4°6 78 
6°4 78 
84 62 
97 34 


Aus der Zeichnung geht hervor, da diese empirische Funktion an- 
genahert durch eine ganze rationale Funktion zweiten Grades wieder- 
gegeben werden kann. Wo liegt das Maximum der Funktion? Wo 
wird die x-Achse zum ersten Male geschnitten und wie groB ist hier 
der Differentialquotient ? 

3. Zu den Aquidistanten Abszissen x =0,1,2,...10 sind fol- 
gende Ordinaten y gemessen worden: 


OF A\eib 24, 29, 2A 19, 8, Pay 3, 130 33. 


Die Funktion ist durch eine ganze rationale Funktion dritten 
Grades anzunahern und dadurch die Lage des Maximums und Minimums 
der empirischen Funktion angenahert zu ermitteln. Wie groB ist der 
mittlere Fehler ? 

4. Die Funktion f(x) = sinx 


ist im Intervall — > bis + > durch eine ganze rationale Funktion von 
héchstens viertem Grade anzunahern. Wie groB ist der mittlere Fehler ? 
(Benutzung von Kugelfunktionen.) 

5. Die Periode einer periodischen Funktion ist in zwdélf Teile ge- 
teilt. Die Ordinaten ¥,, yo, ... ,, in den Teilpunkten sind 


100, 134, 88, — 17; == 510), — 38, — 78, — 111, — 70, 25 535 55. 


Die Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Kosinusgliedern zu 
zerlegen. Die Werte der Naherungsfunktion in den Mitten der zwélf 
Teilintervalle sind zu berechnen. 

6. Teilt man die Periode der in Aufgabe 5 gegebenen Funktion in 
24 Teile, so treten zu den bereits angegebenen Ordinaten noch die 
folgenden Ordinaten ¥,,, (zwischen y und ¥,), y,.; (zwischen y, und y,), 
Yo5s +++ Vins hinzu: 


45, 142, 130, a, — 18, a ON == 78), — 89, =>} — 45; 68, 43. 


Daraus sind die Koeffizienten von cos8x und sin8x zu berechnen. 
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7. Die in den Aufgaben 5 und 6 durch 24 dquidistante Ordinaten 
gegebene periodische Funktion ist in eine Reihe von Sinus- und Ko- 
sinusgliedern bis zur zwoélften Ordnung zu zerlegen. 

8. Zuden aquidistanten Abszissen 0, 1, 2, ... 16 sind die folgenden 
47 Ordinaten gemessen worden: 


C:Orme 52 4eme5 710887) 2,104.0, S0'4, 81°97) 72°7,. 609, | 48°3, 
BOi40 20 7208199, 405, 10'4,,810°35 24°60, 
Die empirische Funktion ist durch einen dreigliedrigen Exponen- 
tialausdruck anzunahern. Welche Werte erhalten die Exponenten? 


Wie gro8 wird der mittlere Ordinatenfehler, wenn man annimmt, daB 
der Exponentialausdruck den genauen Funktionsverlauf darstellt ? 


Neuntes Kapitel. 


Numerische Integration und Differentiation. 


§ 72. Integration durch Interpolation. 


Die verschiedenen Verfahren zur numerischen und zur graphischen 
Integration einer gegebenen Funktion besitzen ein ausgedehntes An- 
wendungsgebiet. Nicht nur bei empirischen Funktionen, sondern auch 
dann, wenn die zu integrierende Funktion durch einen analytischen 
Ausdruck gegeben ist, das Integral aber tiberhaupt nicht oder doch 
nur sehr umstandlich in geschlossener Form durch bekannte Ausdriicke 
darstellbar ist, wird man sich mit Vorteil numerischer oder graphischer 
Methoden bedienen. 

Welches Verfahren in einem bestimmten Fall anzuwenden ist, 
richtet sich im allgemeinen danach, wie die zu integrierende Funktion 
gegeben ist. Ist der Integrand durch eine Kurve gegeben, wird man 
sich in der Regel graphischer Methoden bedienen. Im Gegensatz zu den 
graphischen Verfahren haben die numerischen Methoden den Vorteil, 
daB die Genauigkeit ohne groBe Miihe beliebig weit gesteigert werden 
kann, wenn nur die zu integrierende Funktion genau genug gegeben ist. 
Bei empirischen Funktionen wird dieser Vorzug allerdings meistens hin- 
fallig, da der Integrand nur mit beschrankter Genauigkeit bekannt ist. 

Sehr haufig wird die Funktion durch aquidistante Ordinaten in 
Tabellenform gegeben sein. Es liegt dann nahe, von der Differenzen- 
rechnung Gebrauch zu machen. Wir denken uns die gegebene Funktion 
mittels des Differenzenschemas durch eine ganze rationale Funktion 
angenahert, und ersetzen das gesuchte Integral durch das Integral iiber 
die Naherungsfunktion. 

Zur Interpolation in der Umgebung einer Stelle + = x, haben wir 
im § 35 die Interpolationsformel (I) aufgestellt: 

u (u*® — 4) A? Avg + AA* yg 
2 


(yy, ee et AAy 
(I) | 


wu? (u2 — 1) 


oe 


Wir .benutzen sie, um das Integral 


Ly 
[ydx 


Ee 
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zu berechnen. Fiihren wir wieder 


¥ — Xo 
h 


ein, wobei i den Abstand der aquidistanten Ordinaten bezeichnet, so wird 


=u 


@y 


+1 +1 +1 +1 
ly Lo ly du=h bafaw + AAy, pee du + AA? y, pee rr 
By = il = =i i % 

48 8 pees es 75 Hie t 
da die Integrale tiber die ungeraden Pct von w# verschwinden, 
Wir erhalten also 


) 


ay 
fp 4! — — io 
(1) fyax= 2h (y+ 5d Ayy — LPM y, + 1 Atty, —.. rs 


Die Formel ist fiir die numerische Berechnung sehr bequem, da 
sie aus dem Differenzenschema nur die Differenzen gerader Ordnung 
benutzt, die in gleicher Reihe mit y, stehen. Will man das Integral 
uber ein groBeres Intervall berechnen, so hat man nur die einzelnen 
nach (1) berechneten Teilintegrale zu summieren. 

Die Genauigkeit der Formel (1) wird bei gleicher Gliederzahl um 
so groBer, je kleiner die vernachlassigten Differenzen sind. Da eine 
Differenz n*™ Ordnung ungefahr proportional zu h” ist, so wird der 
Fehler, den man begeht, wenn man die Intervallange halb so groB 
wahlt, etwa auf (4)”*! seines Betrages zurtickgehen, wenn man jedes- 
mal vor den u*™ Differenzen abbricht. Da aber dann doppelt so viele 
Teilintegrale nétig werden, so betragt der Fehler des Gesamtintegrals 


im zweiten Falle etwa o seines urspriinglichen Wertes. 

Danach kann man den Fehler, der bei Anwendung der Formel (1) 
entsteht, abschatzen. Berechnet man den Wert eines Integrals einmal 
mit der gewohnlichen, dann mit der doppelten Intervallange, so ist der 


Fehler der genaueren Berechnung, wenn man jedesmal vor den n" Dif- 
ferenzen abbricht, etwa gleich wo mal dem Unterschiede beider 


Resultate. AuBerdem kommt noch der Fehler hinzu, der durch Abrun- 
dung in den einzelnen Differenzen entsteht. Auf die genauere Abgren- 
zung des Fehlers werden wir spater zurtickkommen. 

Beispiel: Das Integral 


ale 

2 yah ee It 
Jeemerck 
0) 


ist zu berechnen. 
Wir teilen das Intervall von 0 bis 1 in zehn gleiche Teile und be- 


rechnen ———. an den Stellen x = 0,0, 0°2,... 1:2. 
1+ %* 
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1 Differenzen 
3 i+? | 1. De a A, Be 6. 
0:0} 1:0000000 — 198020 + 22850 
— 99010 Se UID — 3148 
0:1} 0°99009901 — 186595 + 19702 — 4762 
— 285605 | SE SAID = 7910 
0:2| 0°961 5385 — 15 5468 a 4792) 
— 441073 + 42919 — 9230 
0-3] 0°91743119 — 14 2549 == 2562 ++ 1886 
5530225) in an area 5404 Eo aeall 
0:4 0:8620690 67008 782 
— 620690 + 40699 — 4021 
0°5| 0°8000000 0 — 26369 = 8803 + 3085 
— 647059 + 31896 = O36 
0°6| 0°735 2941 qe S527 — 9739 
— 641532 SOAS + 1047 
0'7| 0°671 1409 4 + 27684 5 8692 + 868 
— 613848 | ——<“i—s—i‘«~S CCC rr + 1915 
0°8| 0°6097561 + 41149 | — 6777 
— 57 2699 + 6688 + 2001 
0°9| 0°5524861 9 + 47837 = AE — 299 
— 524862 + 1912 + 1702 
1:0 | 0°5000000 + 49749 — 3074 
— 475113 = 4D 
1°1] 0°4524887 + 48587 | 
— 426526 | 


1°2| 0°409 8361 


Da die Funktion symmetrisch ist in bezug auf die Stelle x = 0, so laBt 
sich das Differenzenschema nach oben hin leicht erganzen. Auf der anderen 
Seite miissen wir auch die Funktionswerte fiir x =14 und 1:2 be- 
rechnen, um die sechste Differenz in der Zeile x =0°9 noch zu erhalten. 
Die Funktionswerte und Differenzen, die zur Bildung der einzelnen Teil- 
integrale erforderlich sind, sind durch Unterstreichen gekennzeichnet. 

Nach (1) finden wir die fiinf Teilintegrale 


° 
i) 


x 


= 0°990 0990 1 — 3 1099 2 — 109 5 — 3 1 = 09869778 3 


n 


x 


° 
Blo 
eo, 
a sd 


> 


| = 


» = 0°917 43119 —187582— 142+12=0°915 55407 


42 


Se) 
iS) 
oO 
= 
+ 


o>) 


x 


3 = 080000000 — 43948+ 489+ 20=0°79956561 


So 
ie.2) 


ax 


| — 


tae 0°67114094-+ 46140+ 483+ 06=0'671 60723 


2 
NS) 
_ 
ae 


i=} 


als 

bo 

S— 4 a, A 9 Nr, 
— 
+ Q 
x 


Q 


x 


3|- 


at 0°55248619+ 79728+ 265 —02=0°553 2861 0 


1 
1 Ghee 


Goh Loreen 3°926 9908 4 
0 


S) 
NS) 
ai 
+ 


i=) 
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Somit erhalten wir ; 


[a = 0'7853 98168. 


Im Vergleich dazu ist ‘ 


= = 0°7853 9816 34. 
Addiert man schrittweise die einzelnen Teilintegrale, so erhalt man 
eine tabellarische Darstellung der Integralfunktion 


an den Stellen * = 0:2, 0°4, 0°6,0°8 und 1. Allerdings erhalt man das 
Integral nur in doppelt so groBen Intervallen, verglichen mit der ur- 
spriinglichen Funktion. Pr $e 

Will man die Zwischenwerte nicht nachtraglich durch Interpolation 
berechnen, so kann man diesen Nachteil vermeiden, wenn man von 
der Interpolationsformel (II) (§ 36) ausgeht: 


py? — + AAy+4Ay, 


ayes Eel BPA yy 


BD! 2 
(II) 4 (v2 as 4) (v2 — 2) A? A2 y, + AA yy, 1 
4! 2 
Hier ist hese Sie? LIS 
oe D 


gesetzt worden. 
Die Integration von x, bis x, liefert jetzt 


[ydx =h[ydv 
a -3 2 e 
la) : 4 
= AA 4 
h ratrnf ay gots. af de 
> j F 2) 
ew — Pe Bees 2 
AA? y, + APA? y, C x) (° 4 
oan i ri dv 
2 1 9 25 
2 2 2 
33 33 (v a5 (v -3) (v aoe 
,#Pns win | 4 = BADE G oy tes) 


el 
2 


da wiederum die Integrale iiber die ungeraden Funktionen von v ver- 
schwinden. Wir erhalten also 


ee SO ae bre ae 
ydx=h : i aeeees) 
2 12 2 720 2 
191 AS A%y, + AP ABy, 1 
60480 2 ed ial 
Runge-Ké6nig, Vorlesungen. 16 
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Die Formel benutzt nur die arithmetischen Mittel aus den Funk- 
tionswerten und den Differenzen ungerader Ordnung, die in gleicher 
Reihe mit y, und y, stehen. Der Fehler der Formel (2) kann ebenso 
wie bei (1) abgeschatzt werden. 

Beispiel: Durch numerische Berechnung des Integrals 

«a 
pices lg x 
x 
1 
soll eine Tabelle der natiirlichen Logarithmen fiir die Werte x = 111, 
4°2,...2°0 aufgestellt werden. 

Wir berechnen fiir das Intervall 4 = 01 die Funktionswerte auf 
sechs Dezimalen, merken aber die siebente Stelle noch an, um bei der 
folgenden Addition die Abrundungsfehler moéglichst herabzudriicken. 


. 1 Differenzen 
% | 4. | 2s BE 4, eet sly (or 
0-7| 1:428574 | 
— 178571 
0-8} 1:250000 | + 39 682 
| — 138 889 — 11904 
O79) 1:4444411 | oT TS + 4328 
b= rid = STG — 1 803 
1:0} 1:0000000 © + 20 202 269) SOG + 833 
| — 90909 = Sb! 70) 
1°1]| 0:9090909 | +15154 +1555 | + 414 
— 75758 — 3496 — 556 
MZANO58351595505 | + 11655 + 999 ++ 222 
| — 64103 | — 2497 | — 334 
13) 0°7692308 | ap 158 1 + 665 | S427 
— 54945 ie 4839 102074 
1°41 -0°714 285 7 | + 7326 | + 458 | + 73 
| | — 47619 — 1374 — 134 
1°5 | 0°6666667 | + 5952 | + 324 + 43 
|— 41667 eet OSOuI = Of 
1:6 0°6250000 + 4902 | | SS 233 == o) 
io 36 765 — 817 — 61] 
1°7/ 0°5882353 | + 4085 | + 172 ects 
— 32680 |— 645 = BB 
13 01932 995.04) + 3440 + 129 | + 12 
| |— 29240 — 516 came 
1‘9| 0°526 3158 | + 2924 Osa tO 
| = 26616 So AR ef 
2°0| 0°500000 0 -+- 2506 st may am 2 8 
| — 23810 = 844 = 48 
21} 0-476 190 + 2165 | 4 59 | 
== os 1282 
22! 0454545 EEces 
— 19762 
2°3| 0°434 783 


Um alle fiir die Integration gebrauchten sechsten Differenzen zu 
bekommen, miissen am Anfang und am Ende des Intervalls drei weitere 
Funktionswerte hinzugenommen werden. 
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Nach (2) erhalten wir jetzt die zehn Teilintegrale 
0°954 545 5 — 1473 0 + 312 — 20 =0°953 101 7 


1 


1 
z (ig 1°2 — 1g 4-1) = 0°874 2121 — 11169 + 195 — 10 =0°8701137 


i 


=e ple >] >|] 


(Ig 1°3 — lg 1°2) = 0°801 282 0 — 
(Ig 4-4 — lg 1°3) = 0°744 758 2 — 


(Ig 1°5 — lg 1-4) = 0°690 476 2 — 


5 (lg 1°6 — lg 1°5) = 0°645 833 3 — 


= (ig 4°7 — lg 1°6) = 0606 617 6 — 


= (ig 4°8 — Ig 1°7) = 0°571 895 4 — 


1 


- >| 


h 


(lg 1-9 — 1g 1°8) = 0°540 935 7 — 


867 2 + 127 — 06 = 0°800 4269 


6868 + 86—03=0°7410797 


5532+ 60—02=0°689928 8 


4522+ 43—01=0'645 385 3 


3745-- 31—01=0°606 2461 


3135 > 23-00 = 0°571 5642 


ARDS AG 


(Ig 2°0 — lg 1°9) = 0°513 1579 — 2262+ 13 


= 0°540 6722 


= 05129330 


Wenn wir die einzelnen Teilintegrale schrittweise addieren, erhal- 
ten wir die gewiinschte Tabelle der natiirlichen Logarithmen: 


At 
a2 
5198) 
1°4 
15) 
1°6 
17, 
1°8 
1°9 
2°0 


lg x 


0°0953 1017 
0°1823 2154 
0°2623 6423 
0°3364 7220 
0°4054 6508 
0°4700 0361 
0°5306 2822 
0°5877 8664 
0°6418 5386 
0°6931 4716 


richtig lauten 
die beiden 
letzten 
Ziffern: 


18 


Zur Kontrolle berechnen wir nach (1) fiinf Teilintegrale mit der 


Intervallange 2h: 


=z le t2 = 0°909090 9 + 25252 —86+03=0°9116078, 


3 (ig 14 — Ig 1°2) = 0769230 8 + 15263 —37+01=0°7707535, 


1 7 9h earae = 
57 (lg 1°6 — Ig 1°4) = 0°6666667+ 9920-18 


(lg 18 — Ig 1°6) = 0588235 3+ 6808—10 


1 
2h 


(lg 2.0 — lg 1°8) = 0°526315 8 + 


AS7 3-= 05 


= 0'667 6569, 
= 0°588 915 1, 


= 0°526 8026. 


16* 
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Daraus ergeben sich durch Addition die Werte 
ig 4°2 == '0°1829' 21567 
lg 1-4 = 0°3364 7226, 
lg 1:6 = 0°4700 0364 , 
lg 1°8 = 0°5877 8666 , 
Ig 2°0 = 0°6931 4718. 


§ 73. Trapezformel und Simpsonsche Regel. 


Haufig braucht die Genauigkeit des Integrals nicht sehr groB zu 
sein, oder es laBt sich ttberhaupt keine beliebig groBe Genauigkeit er- 
reichen, da die zu integrierende Funktion empirisch gegeben ist. Man 
kann sich dann auf die beiden ersten Glieder der Interpolationsformeln 
beschranken und braucht dann zur Bildung des Integrals nur solche 
Ordinaten heranzuziehen, die innerhalb des Integrationsintervalls liegen. 

In der Formel (2) sind bereits fiir die zweiten Differenzen auBerhalb 
gelegene Ordinaten erforderlich. Beschrankt man sich daher nur auf 


das erste Glied, so wird gz, 
[ydx=h Yor Va 
2, 


Daraus ergibt sich fiir das Integral von x, bis x, durch Addition 
der Teilintegrale 


(3) fy dx =B(b¥9 + V1 F¥e Hee + Yn-a + 3 n) - 


x0 
Der Fehler dieser als Tvapezregel bezeichneten Formel ist nach 
unseren friiheren Uberlegungen etwa proportional zu h?. Berechnet 
man den Wert eines Integrals mit einfacher und mit doppelter Breite 
der Teilintervalle, so ist der Fehler der genaueren Berechnung schat- 
zungsweise gleich einem Drittel des Unterschiedes beider Resultate. 
Auf die Berechnung des Integrals 

2 

| pee lg 2 

ae tee 

i 
angewandt, liefert die Trapezregel fiir das Intervall 4 = 04 den Wert 

lg 2 = 0°693 771 . 
Mit der doppelten Intervallbreite 4 =0'2 ergibt sich dagegen - 
lg 2 = 0°695 635 . 
Danach ist der Fehler des ersten Resultats etwa gleich 
4. 0001 864 = 0'000621 . 

Im Vergleich dazu ist der tatsachliche Fehler, wie wir aus dem oben 
genauer berechneten Werte von lg 2 erkennen, gleich 

0°000 624 . 


§ 73. Trapezformel und Simpsonsche Regel. DAH 


Bricht man Formel (1) vor den vierten Differenzen ab, so wird 
angenahert 


fy dx=2h(y,+444y,). 


Die zweite Differenz laBt sich durch die Ordinaten yp, y, und yg 


ausdriicken, denn es ist 

Ay, =Ve—V1> Ay,;=¥1—Yo> 
also - = 
AAy, =Ay, — Ay, = 2-29, + Vo- 


Damit wird rae 


5 h 
fy dx == Wot 491 +92) - 
Xo 
Fir das Integral von x, bis x, ergibt sich unter der Annahme, 
daB das Intervall in eine gerade Anzahl von Teilintervallen von der 
Breite h zerlegt wird: 


(4) a (Yo 4 Vy +292 +493 + +. + 2Ym-2 + 4¥n-1 + Yn) 
*o (nm gerade). 

Diese Annaherung ist als Simpsonsche Regel bekannt. Ihr Fehler 
ist, da die vierten Differenzen nicht mehr mitbenutzt worden sind, 
proportional zu #4. Berechnet man das Integral einmal mit einfacher, 
dann mit doppelter Intervallbreite, so ist der Fehler der genaueren 


Berechnung etwa gleich a des Unterschiedes beider Resultate. 
Man kann den Fehler der Simpsonschen Regel auch durch das 


erste nicht mehr berticksichtigte Glied A? Ay, der Formel (1) aus- 


x, 


driicken. Da sich die Fehler der 2 Teilintervalle addieren, so 


ist der Fehler der Simpsonschen Regel der GroBenordnung nach gleich 


An —*o 
180 


M, 


wenn M einen Mittelwert der vierten Differenzen bezeichnet. 
Um das Integral 9 


zu berechnen, teilen wir das Intervall von 4 bis 2 in zehn gleiche Teile, 
und finden nach der Simpsonschen Regel den Wert 


lg 2 = 0°6931 50231 . 


Teilen wir jedoch das Intervall in zwanzig gleiche Teile, so ergibt 
sich fiir #4 = 0°05 nach der Simpsonschen Regel 


Ig 2 = 0°6931 47375 . 
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Der Unterschied beider Resultate ist in Einheiten der letzten De- 
zimale gleich 285610-%, 


der Fehler des zweiten Resultats demnach gleich 
75 285610" = 190'10"8, 


wahrend der Fehler tatsdchlich 194 Einheiten der neunten Dezimale 
betragt. 

Schatzt man den Fehler durch die vierten Differenzen ab, so ist 
der Mittelwert der vierten Differenzen nach dem Schema S. 242 etwa 
M = 515:10-§. Der Fehler ist also angenadhert 


CLS SPs greeks Par rvs eee 
180 10° ° = 290°10 


bei der Einteilung des Intervalls in zehn Teile. (Tatsachlich betragt er 
305 10-8.) Fir die Einteilung in 20 Teile wiirde sich als Fehler 
4 “4078 == “40-9 
Lenn 5G 29010" § = 181°40 

Die Genauigkeit der Simpsonschen Regel und auch der Trapez- 
formel 14Bt sich natiirlich beliebig weit steigern, wenn man nur die 
Einteilung des Intervalls fein genug macht. Die Starke der beiden 
Formeln liegt jedoch in der entgegengesetzten Richtung. Wenn die 
Genauigkeit nur gering zu sein braucht, geniigt schon eine recht grobe 
Einteilung des Intervalls. Wegen der bequemen Gestalt der beiden 
Formeln gelingt die Berechnung eines Integrals dann tberraschend 
schnell. 

Wir benutzen die Simpsonsche Regel zur Beendigung des im § 70 
behandelten 

Beispiels (S. 234): Die dort durch 13 Ordinaten gegebene empi- 
rische Funktion sollte durch einen Exponentialausdruck von der Form 


px) = a, e% ® + a, eh cosy x + ag eh* sin yx 


angenahert werden. Wir hatten bereits die Werte 


% = 0°000, 
B = —0°0206, 
y= 536° 


gefunden. Damit erhalt der Naherungsausdruck die einfachere Form 
p(x) = a, + a, e?* cos yx + ag ef*siny x. 
Es bleibt noch die Bestimmung der Koeffizienten a,, ag, ag iibrig. 


Um das Intervall, in dem die Annaherung erfolgen soll, auf die 
Strecke — 14 bis +4 zu beschranken, fiihren wir 


_*— 30 
 VERRBO 


baal 
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ein. Dann wird 
p (x) = a, + a, 8% cos ¥% + age sin yx. 
Dabei ist 
P= 306, y =30y, 
as = e~ (a, cosy —as;siny), 
a, = e-? (a sin > =p On COS is 


Zur Berechnung der Koeffizienten finden wir nach § 61 in abge- 
ktrzter Schreibweise die Normalgleichungen: 


ay a as 


aa yp hee Lon Geile . 
[ax+ fel*cosyxdx + fe sin pxdx =| yid 
S4 24 = 


1 

Ps hae ae ee tt eee 
[@Ptsin? y xd x =fyeF*sinyxdx. 
=i 


Die Integrale auf den linken Seiten der Gleichungen lassen sich in 
geschlossener Form berechnen. Es ist namlich 
+1 


>/ P* cosy xdx = ae (B cos y Gin 6 + y sin y Coj f) , 
-l - 


+1 

4 : 1 ae 

s | eesinyxdx = apa sin y Coj B — y cos y Sin f) , 
= 


+1 
s | Pot cost y xdx = Gin 28 + zoey 5H (Bcos27 Sin2f + ysin2y Gof 2A), 
— 
+1 
: : ; 1 : 
mal e2htsin® y x dx BO hee ey Pry (Bcos2y Gin26 + ysin2y oj 2 f), 


1-/ , 1 5 
Bee Prete ; a7 (paar cae eee : 
3 | e?F@ sin y x COS y x a% TGF EP) (P sin 2 y Gof 28 — y cos2y Sin 2 A) 


Fiir die Werte 


B=308 =— 0888, y¥=30y7 =160°8° 


wird _ 
GinB =—1:0094, siny = 0°3289, 
Coif = 1:4209, cosy =—0°9444, 
Gin2P=— 2868,  sin2y=—0°6212, 


Coj2B—= 3°038,  cos2y= 0°7837. 
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Damit erhalten wir folgende Werte fiir die Integrale: 


fees 
$f eb cos ¥xXax 
=1 


aie 
afc" sin yxdx 
=1 


+1 


3 | e??* cos* y x dx 


=k 
ell 


4feree sin? y x dx 


=A, 
+1 


4/e28* sin yxcosyxdx = 


Saft 


00536, 


OS I09% 


OF7A225 


0°9026 , 


0°2304 . 


Die Integrale auf den rechten Seiten der Normalgleichungen be- 
rechnen wir nach der Simpsonschen Regel. Der Gang der Rechnung 
ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich: 


yeP®@cosyx# | yeb@siny# 
5 = | 2 25:4 — 365 — 32:9 250 
10 —4 59-2 Sailer —= 10272 59°3 
15 if 92'9 a 124" — 142°8 93°41 
20h js eee me a6 sev Osiduelil, <= 1200 119°7 
25 | —4 |. 135°6 + 1403 | = 0) uS}orea: 
30 | 0) | 140-2 + 1402 | 0:0 139°9 
35 | 1 | 435:4 Ae MO4*3. ey ae 27 135-4 
40 2 1246 + 549 | + 746 1243 
45 | a eh en ee as Go ce (0 1411°4 
50 4 99:2 | 4h 2163) i pe at 99°4 
55 5 O02 hl. ese 29'-94 eh eee 6 90°6 
60 44 BAe ao +4465 86:0 
I. Summe der Endordi- | | 
hates. sey qiethe, wes 85 4a lS E33 ES ats 
II. Summe der geraden | | 
Oxdinatengse eee mene 542°8 242°5 | — 104°6 
III. Summe der ungeraden | 
Ordinatena eee 5906 | + 2143 | = 07-5 
Summe I + 2. Summe II | 
4. oumme Ll eee 3 533°4 TO | — 587°7 
Integral (iti 4 A foe ee 196°30 en 72722 — 32°65 


Somit erhalten wir die durch zwei dividierten Normalgleichungen 


ay ag 
1 00536 
OA 


a 
— 03505 = 98:15, 
02304 = 36°36 , 


0°9026 = —16°325 . 
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Als Losungen erhalten wir die Werte 


a, = 1000, 
a= 39°89, 
aga it -23 | 


Daraus ergeben sich die urspriinglichen Koeffizienten 
a@=1000, a=—1005, 4a,=6105. 


Damit lautet die gesuchte Naherung, wenn man die beiden tri- 
gonometrischen Funktionen noch zu einem Ausdruck zusammenfaBt : 


y (x) = 100°0 + 100°7 ef* sin (y x — 86°52°) , 
wobel Sauaee me te 2 
‘7 = Var + a2 — 86°52° = = 
Ree 100°7 = Yai +22, 5 arctg 
Die Werte der Naherungsfunktion sind zum Vergleich mit den 
gegebenen Ordinaten in die letzte Spalte der oben berechneten Tabelle 


gesetzt worden. 


§ 74. Integration durch Summation. 


Fir die Bezeichnung der Glieder in dem Differenzenschema (vgl. 
§ 33) wird mit Vorteil besonders fiir die Zwecke der Integration eine 
andere Methode angewendet. Statt der Funktionswerte ... f (%), — 2h), 
Tf (% — A), f (Xo), f (%o +), f (%) +24), ... schreiben wir nur... — 2, 0; 
— 1,0; 0,0; 1,0; 2,0,..., allgemein also , 0 fiir f (¥) +h). Der Index 0 
soll dabei bezeichnen, daB es sich in dem Differenzenschema um die 
Kolonne der Funktionswerte selbst handelt, wahrend die ganze positive 
oder negative Zahl m angibt, der wievielste auf y, folgende oder ihm vorher- 
gehende Term gemeint ist. Fiir die Kolonne der ersten Differenzen 
schreiben wir den Index 1, wahrend fiir die vor dem Index stehende 
Zahl das arithmetische Mittel der beiden ganzen Zahlen gesetzt ist, die 
den beiden voneinander abgezogenen Gliedern der Kolonne 0 ent- 


WHE (e= 4, OC OS ads 1), 


Analog werden die zweiten Differenzen mit dem Index 2 bezeichnet, 
und fiir die ihm vorangehende Zahl wird das arithmetische Mittel der 
Zahlen der entsprechenden beiden ersten Differenzen geschrieben und 
ahnlich fiir die weiteren Kolonnen. Das Differenzenschema sieht danach 


so aus =e OD 
eer ag — 3,3 
= {50 = 1,2 
—i,1 — 4,3 
0,0 On? usw 
+44 4,3 
150) Ae? 
+ 3,1 ara 
270) Dp a 


250 Numerische Integration und Differentiation. 


Die Kolonnen mit geradem Index haben die Gestalt ”, 2 4, die Kolonnen 


oars : ,24+4. Alle auf gleicher Héhe stehen- 


den Glieder haben dieselbe erste Zahl. 

Unter dem Symbol m,24-+1, das in diesem Schema nicht vor- 
kommt, versteht man das arithmetische Mittel der beiden Glieder 
nm—4,24+4 und »+4,242+44, und unter dem ebenfalls nicht 


2 
Z = : , 24 versteht 


man das arithmetische Mittel der beiden Glieder ,24 und » +-1,22. 
Es zeigt sich nun, daB diese Mittelwerte gleichfalls ein Differenzenschema 
bilden: 


mit ungeradem Index 


in dem obigen Schema vorkommenden Symbol 


— $0) — 432 
== 485 4 
— 4,0 —42 
O, 1 usw 
+ 3,0 + 32 
14 
+ 4,0 | +42 


Denn wenn 4, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder einer Kolonne 
sind, so ist die Differenz der arithmetischen Mittel 


wu v+u 
2 2 


gleich dem arithmetischen Mittel der Differenzen 


(w —v) + (v — nu) 


2 


vs 


Unter Anwendung dieser Schreibweise nehmen die Interpolationsfor- 
meln (I) und (II) der § 35 und 36 die Formen an: 


y =0,0-+(0,4)« + (0,2) + (0,3) = 


(I 
| ier thc 


+ (0,4) 


nee! 4 tn Ay Oe 1 0 {o" 4) 
am |? 370+ (5,4}0F (5,2) 21 ses ie eS 
(v=u—}). 
Aus der Formel (I) ergibt sich durch Integration iiber das Intervall 
Xx) — . bis % + f 


dope 
2 +4 
irae =fvan=0004 0.0/5 Frau + (0,4) (~~ au .. 


4 oye 
eek -4 -3 
2 


367 


acy 1 34 7 (04 ale 967 680 


(0,4) + S67 680 (0,6) — 


ae 
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Analog ergibt sich aus der Formel (II) durch Integration tiber das 
Intervall x9 bis mE 


zy 
@ reroll Blab bal afi 


Um tiber die Strecke x — = bis x, +5 zu integrieren, teilt man sie 


in m+ 1 Teile von der Grobe h und meme die Formel (1*) auf jeden 
Teil an. Damit ergibt sich 


nt 


ae +5 03 =a Se Nee 


Aus dem stanteolaniines folgt aber 


ae: 2a) = (n+ 4,24 —1) — (— $,24—1). 


Auch die erste Summe S (y, 0) wollen wir zusammenfassen, indem wir 


das Differenzenschema nach links hin vervollstandigen. Links von der 
Kolonne mit dem Index 0 berechnen wir also eine weitere Kolonne mit 
Gliedern, deren Differenzen die Kolonne mit dem Index 0 liefern. Wir 
bezeichnen diese Glieder mit — 4, —1; +4, —1; 3, —14; 

.n+%4,—1. Das Glied —4,—1 mag dabei vorlaufig noch 
ganz willktirlich bleiben. Dann ist 


30,0) =(9+3,-1)—- (B= 1) 


und somit rao 
h 
x Boras : : ‘ 
+ lyax=(n+4, ye Sey Ate Same 
h 
ee: 4 4 1 
ee elon 
Uber den willkiirlichen Wert — 4, — 1 verfiigen wir nun in der Weise, 


daB sich die Summe der Glieder in der zweiten Reihe weghebt 
1 


2g ME Eee 
und erhalten 


i . 
fyaem nth. 1+A(nts.1)—2h (m+5,3)+-- 


a 


2 

Das Intervall /# wird in der Regel so klein gewahlt, daB schon das zweite 
Glied der rechten Seite nur als kleine Korrektur zu betrachten ist und 
die weiteren Glieder vernachlassigt werden kénnen. Man kann dann 
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sagen, daB die Integration dadurch ausgefiihrt wird, daB man das 

Differenzenschema um die Kolonne mit dem Index — 1 vervollstan- 

digt. Werden dann noch an den Gliedern dieser Kolonne die passenden 

Korrekturen angebracht, so hat man damit die Tabelle fiir das mit + 
h 

multiplizierte Integral von dem Anfangspunkt %)»— > zu den Werten 


h h h . 3 
Kyte Mata ves Xm ioe Wenn wir die untere Grenze des 


Integrals unbestimmt lassen und ebenso den Wert — 4, — 1 beliebig 
lassen, so kénnen wir schreiben: 
h 
In+> 


i) ‘tyae— (ad, 1)+ (nt 5.1)— cont 53) 4. 


Beide Seiten sind dann nur bis auf eine willktirliche Konstante bestimmt. 
Wird die linke Seite fiir irgendeinen Wert von m bestimmt, z. B. fir 
n = 0 gleich C gesetzt, so mu8 die willkiirliche Konstante der rechten 
Seite so bestimmt werden, daB 


1 ofA Vie a 
Coscia lee azole eee 
Aus dieser Gleichung kann 3, — 1 und damit die ganze Kolonne des 


Index — 1 berechnet werden. 
Ganz ahnlich kann die Formel (2*) benutzt werden, um das Integral 


tn 
1 
fs i yax 
Ly 
auszurechnen. Die Strecke x, bis x, wird in ~ Intervalle von der GréBe h 
geteilt und das Integral in eine Summe von x Integralen zerlegt, von 


denen jedes nach der Formel (2*) dargestellt werden kann. Damit er- 
gibt sich ‘tn 


XL ‘ 
Hier stehen auf der rechten Seite die Summen der Mittelwerte des 
Differenzenschemas. Da diese aber auch ein Differenzenschema bilden, 


so erhalten wir 
rn 


zlyax aaa (n, 1) 5 (n, 1) ip a (n, ) = 


(Oj ad Jat 


wo unter , — 4 wieder die Glieder des nach links erweiterten Differenzen- 
schemas der Mittelwerte sind. Lassen wir wieder die willkiirliche Kon- 
stante unbestimmt, so kénnen wir schreiben 


Xn 
11 


(2**) {vax = (n, —1) — iui) creepy oer wer 
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Soll nun die linke Seite fiir irgendeinen speziellen Wert von n, z. B. 
m =O, einen vorgeschriebenen Wert C haben, so ist die willkiirliche 
Konstante der Kolonne », — 1 so zu bestimmen, daB 
1 14 
oder, indem wir von der Relation 
0,—1= (— $,—--1 Ox 
Gebrauch machen: ict Pe, 
4 

=; 


C=(-$,-1)+50.0-50,1)+40,3)-..., 


wodurch dann mit — 3, —1 die Kolonne » + 4, —1 des urspriing- 
lichen Differenzenschemas bestimmt ist. 


az 
sed 1 F 
Betspiel : frac. Es werden fiir x = 0°8, 0°9, 1, 14,... 2°14 die 
af 


3 4 : : eee 
Werte von — auf vier Dezimalen ausgerechnet und die Mittelwerte 


je zweier aufeinander folgender ausgerechnet. Das liefert » — 4, 0 
fir n= —1,0,1,...41. Damit wird das Differenzenschema der 
Mittelwerte bis zur Kolonne mit dem Index 3 gebildet. Die weiteren 
Kolonnen sind zu vernachlassigen. Fiir » = 0 soll das Integral Null 


sein. Also ist 4 


1 
Oe at 
Daraus wird 0, —1 ermittelt und die Kolonne —1 des Differenzen- 
schemas berechnet. In Einheiten der vierten Stelle geschrieben er- 
halten wir damit das Differenzenschema 


11 806 
=F4250 

10 556 239 

= 33 = Hoye =164 
9545 178 

9 462 — 833 — 44 
a7 te) 134 

18 174 — 699 == G10) 
8013 104 

26 187 — 595 122 
7418 82 

33 605 = Se = HE 
6905 66 ; 

40 510 — 447 ee id 
6458 55 

46 968 — 392 0 
6 066 45 

53 034 — 347 = 3 
5719 37; 

58753 = 3A0 sae 
5 409 33 

64 162 — 277 ne! 
5132 26 

69 294 — 251 


4 881 
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Im wesentlichen oye fiir die Korrekturen nur die Werte 


—s0, 4) in Betracht, da —- 
lassigt werden kann. 

Die Korrekturen werden am besten gleich unter die Zahlen der 
Kolonne — 1 geschrieben, wonach sich dann durch Multiplikation mit 


01 die Tabelle fiir log x ergibt. 


50 aaiyt 3) auBer fir y =O und 1 vernach- 


be | log x 
1 — 83 (0) 
+ 83 
1-4 9462 0°09531 
| +69 
1°2 18174 0°18232 
+58 
13 26187 0°26236 
+ 49 
1°4 33605 0°33648 
ors 3 
1°5 | 40510 | 0:40547 
+37 | 
1:6 46968 0°47001 
| + 33 
1°7 1530345 053068 
+ 29 
1°8 58753 0°58779 
TB ONS 
1°9 e462 0°64185 
| + 23 
2:0 69294 0°69315 
Sl 


Die beiden Integralformeln (14**) und (2**) erlauben auch fiir die 
Integrale alle Glieder ihres Differenzenschemas auszudriicken. Schreiben 


h 
fee 


wir fur das Integral —- al ydx das Symbol n+4,—1, so ist nach 
Formel (1**) 

—_———.-. 1 cy 

PFE month teglne bts (nthi3}4 
Jedes Glied des Differenzenschemas fiir +4, —41 setzt sich dann 
genau in derselben Weise wie dieses aus den entsprechenden Gliedern 
des Differenzenschemas von + 4,—1 zusammen. Wir erhalten 
somit fiir die Glieder 1,24 und n+4,24+4 des Differenzensche- 
mas fiir n +4, —41 die Formeln 


ny Pa he 2a ; raGe 24+ 2) — 


eg 24+ 4) + . 
n+¥,24—1=n+-5 { haat a at 


pre. ,244+3)+... 
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Auch die Mittelwerte je zweier aufeinanderfolgender Werte derselben 
Kolonne driicken sich in eben derselben Weise durch die Mittelwerte 
des urspriinglichen Differenzenschemas aus, so daB die beiden Formeln 
auch noch richtig bleiben, wenn man auf beiden Seiten fiir » n+ 4 
einsetzt. 

Von der Formel (2**) gilt nicht ganz dasselbe. Zwar die Glieder 


In 
des Differenzenschemas fiir die Integralwerte = i ydax, die wir mit 


m, — 1 bezeichnen wollen, driicken sich in der analogen Weise aus, so 
daB wir erhalten 
11 


SS 1 
We 24 A 1, 2A — 4 — 7 (n, 244-1) oe 


(n, 24+ 3)—..., 
n+ 4 2han+5,20— 2 (nt 5,224+2) +20 (nt S2a44)—... 


Aber auf der rechten Seite stehen jetzt Mittelwerte. Wenn wir also auf 
der linken Seite fiir zwei aufeinanderfolgende Werte von 1 Mittelwerte 
bilden, z.B. 4(v,24—1+n+1,24—1), so haben wir es auf der 
rechten Seite mit Mittelwerten von Mittelwerten zu tun. Es ist aber 


Se ep unas 

Mithin ist z.B. 4 (vn +1,24—1)+ 1,24 —1) nicht gleich 
n+4,21—1, 

n+4,2A—1+4(n+ $,21+1) 


sondern gleich 


und ebenso 
£(n+ 4,244 n— $,2d) =n, 24+ }(n, 21-4 2). 
In 
fyi hele Nae 
Will man also von dem Differenzenschema fiir a | Vat, — 1 70 
dem Differenzenschema der Mittelwerte titbergehen, so hat man zu 
schreiben 


4 ($1, 24 —1 +24 —1)= |n +5, 24-1 z(n 5 2A 4 1)| 


Ant t 214144 (nt 5 2t43)|+-.. 


und 
= (w+, 2440-3, 21) = In, 24+ 4 (n, oa) 
—A[n,244+24+4(m, 2444) +... 


Mit Hilfe des Differenzenschemas fiir die Integrale k6nnen wir nun 
wieder die Interpolationsformeln und Integrationsformeln auf die 
Integrale anwenden und damit die gesuchten Werte durch die 
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Glieder des ursptiinglichen Differenzenschemas und ihrer Mittelwerte 


ausdriicken. 
Man kann die Integrationsformeln an der Funktion y = e kon- 


trollieren, weil man fiir diese Funktion das Integral ebenso leicht hin- 
schreiben kann wie das Differenzenschema. Wird namlich e*= m, 
%9 = 0 gesetzt, so wird 1,0 =m” und, wie man unmittelbar sieht, 
n, 22 = m"-*(m —1)?*, 
N+ 4,24 — A= mn — Alt 

Formeln, die auch fiir negative Werte von 4 richtig bleiben, wenn man 
fiir das nach links erweiterte Differenzenschema die fiir jede weitere 
Kolonne auftretende willkiirliche Konstante entsprechend bestimmt. 
Die Formel (1**) ergibt somit: 

h 
nh+ > 
4 ferax = m1 (m— 1)-1+ + mn” (m — 1) — ST nn-l(m—APB +... 
h : 24 5760 
Rechts haben wir iiber die willkiirliche Konstante schon verfigt, 
links mu sie also dementsprechend bestimmt werden. Wir erhalten 
nach Ausfithrung der Integration 


fees ee e8, 4 (m—1\2 17 {m—1\4 
CoN La cae eat ym eee ym \ | 


oder nach Multiplikation mit (m— 1) m~"~? 


ne Weel 1 (/m—1\2 17 (m—1\4 
C(m—1)m-"-1 4 — = ieee = eral = | saat 


Fur groBe Werte von mu wird das Glied mit der Konstanten beliebig 
klein, daher ist 


aa ary gre eae 


va 2A \ Vm 5760 \ Vn 
Ah oe 
4 14m—1 ee —¢ 2 rac: Z m—1 
Nun ist — ——— = -~= ©6in=. Setzen wir also ee 
2 Vm 2 2, Vm 
f h ’ el SNE) Ss a! 
so 1st — = 1 = eS es a 
5 Ar Sin his ee Ser rae bye 


Folglich haben wir fiir beliebige Werte von u die Gleichung 


u 
1 3 5 
6 ae — 45 — —_ y47 eee 
6 T 40 112" % 


= in an 
ea at 560 Ute 


Auf der linken Seite sind alle Koeffizienten bekannt. Man hat. also 
nur die Division durchzufiihren, um die Werte der Koeffizienten auf 
der rechten Seite zu erhalten. Die Division ergibt 


$74. Integration durch Summation. 257 


1 17 367 
1 1 pies 
: 6 360 1 45120 
3 5 
4 — + ee 
6 40 ra 
1 3 5 
i aes ar) 
4 1 1 
6 36 a 80 
17 9 
360 + 280 
ee if 
360 2160 
367 
15120 
Analog finden wir fiir die Integrationsformel (2**) 
iL yf m+1 = 4 m4 . 
;etdx = 5 ina) pare es lim —1)3 
es La n-2 | \o— 
i ee (m — 1) ; 
und, nachdem die Konstante der linken Seite analog wie oben be- 
Seitigt ist: 2 m— 4 ee iat VR 
hmti- 72 | = iN = 
oder, da ; 5 / : ‘) 
nH — ° TH — U 
= — Ctit ’ ny i a eae 
2Vm 2 m+ 1 $5 Vi + 2 
U 
2 11 
Bais = 4| 1a ut 
a Ley mea ye 3 45 
6 40 112 
oder 
1 1-3 ES 
yf 4 6 
ye r 3-4 4 se pee ee ee ie 
3 5 ‘. "45 
pee yd. Pe Fs eee Re Pi 
a Sage’ 2148 sis 
Die Division ergibt 
1 3 5 | 1 14 191 
1 2 . 8 16 ai : 3 mas 945 zs 
1 3 5 
ere tira 119 
i Soe 
3 10 56 
1 4 1 
3 a8 40 
ET AEE 
45 70 
ee 
45 270 
191 
945 
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Soll eine Funktion zweimal integriert werden, so hat man die 
Integrationsformeln (1**) oder (2**) auf das Differenzenschema der 


Integrale anzuwenden. 
Schreiben wir 
1 h\ ——~—— 
[ydx =F (x), so ist Loa 5] = — ted. 
Auf das Differenzenschema dieser Werte werde die Formel (1**) ange- 
wendet. Dann ergibt sich 


1 
5760 
Nun driicken wir die Glieder der rechten Seite durch die Glieder 
des urspriinglichen Differenzenschemas aus und erhalten so: 


rn 
1 ——- 1-—— 7— 
A [Fo dx=n,—24+500-com2t+... 


n,—2=n, —2+52 (0,0) — 24 (2) + 
57, 0= 3 (4,0) Fae (n,2) + 
17 17 
8160 ae Re een ae 
(5) ee 24 : (n, 0) (n,2)+ 
h2 ? 12 ? 240 ? 


Wird auf das Differenzenschema der Werte .F (x — | die Formel (2**) 
angewendet, so erhalten wir: 

a[F@)ax nF ¥,—2—SnFh,0+5.nth,2-... 

he a2 12 = 720 d 

und daher 


UE USESE NES wit 1 ( 1 Vy ( ns 
BN DIP a ET oe Pa een) eee at 5,2) 
1 1 1 1 1 
eis il = ee a ee Gab. ie 
jy ee aln+5,0) wa ("+5 2) 
1414. ——.—~ 14 1 
wanes al = 
7p OT Bo ao (n+4,2)—... 
; mis 
Int — 
1 f- 1 1 1 177 i 
es = es eee am = 
(6) alF («) an =n 4 Dias : 24 ( : 50) + F920 (n+ +2) 


Die Gleichungen (5) und (6) haben in dieser allgemeinen Form 
geschrieben auf beiden Seiten zwei willkiirliche Konstanten. Auf der 
linken Seite sind es die beiden Integrationskonstanten. Auf der rechten 
Seite sind es die beiden willkiirlichen Konstanten, die bei der Berech- 
nung der Kolonnen mit den Indizes — 1 und — 2 in Frage kommen. 
Werden die Konstanten der einen Seite gegeben, so sind natiirlich 
dadurch auch die der anderen Seite bestimmt. 
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Um die allgemeine Formel fiir das A-fache Integral zu entwickeln, 
kann man folgendermaBen verfahren: 

Durch wiederholte Anwendungen der Formeln (1**) und (2**) er- 
gibt sich, daB sich das j-fache Integral, wenn es noch durch h’ dividiert 
wird, in der Form 


nm,—A+a,(n,—A+2)+a,(n,-—A+4)+.... 
ausdrticken laBt, wo O01, %),--- gewisse rationale Zahlen sind. Um 
diese rationalen Zahlen zu bestimmen, setzen wir die zu integrierende 


Funktion gleich e” und x, =nh, e* =m. Das d-fache Integral durch 
h* dividiert, wird dann bis auf die mit Konstanten behafteten Glieder 


: , : , 1 : 
die analog wie oben verschwinden, gleich eee und wir erhalten: 
fur gerade Werte 1= 2 u 


a m” = mt # (m —1)~2"[4 + 0, m-1(m—1)t2 + 0,m-2(m—1)t+...] 


und ftir ungerade Werte 4=2u4+1 


n 


jyruerd Uae 


= EE pate (om —1) 24-11 + By m2 (rm —1)2-+ Bam? (mm — 1) | 


oder anders geschrieben 

1 m—1\2u m—1\2 Hi —1\4 

Galanos armani Galea 
( : 


un / m—1\4 
im | 


2 Ratt A (te 


Wetl mt1\ vm Vm 
Wieder wie oben setzen wir 


—1 . kh m—1 u h 
4 = 24 = 26in—, = —_ = Jg_, 
m 2 m+2 Vit 2 
h ; 1 fl 3 ceomp gl 5 
—_—_= — or oe Uv 

OM aes ag ag 


und erhalten somit zur Bestimmung der Konstanten & und f die beiden 
Gleichungen 


(7) sp 1 +40, 4+ 160,ut+... 
(«3 =a eS aa 
‘ me Bodh & 
un 
ith oon : 
2 é —_ 2 ay 
(8) Fee, mee Fai 1+4p,wW+166,u4+... 
( — 4? = yu? — | 
3 Dias 
Die Division liefert 
u Gh ae 54) 
RID eat 16.0%, = 60, s =p 
= pyalee 2) (5 — 11) 
Ls sae 16 py = 90 : 


gfe 
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§ 75. Die Genauigkeit der Integrationsformeln. 


Der praktische Rechner wird sich in vielen Fallen damit begnigen, 
die Genauigkeit seiner Formeln nur der Gré8enordnung nach abzuschat- 
zen und sich nicht die Miihe geben, genauere Grenzen zu berechnen, 
zwischen denen sein Fehler liegt. Um sich auf irgendeine Dezimalstelle 
seiner Rechnung noch verlassen zu kénnen, wird er dann mit einigen 
Stellen mehr rechnen als er nétig hatte. Um bei den Integrationsformeln 
die Genauigkeit der GréBenordnung nach zu tiberschlagen, wird man 
in der Regel das Differenzenschema selbst benutzen und sich tiberzeugen, 
welchen Unterschied es gemacht haben wiirde, wenn man noch eine 
Kolonne mehr hinzugezogen hatte. Wenn man in den Kolonnen so weit 
geht, als die letzte Dezimale, die man mitfiihrt, noch um etwa eine Einheit 
beeinfluBt wird, so wird ein Fehler unter normalen Verhaltnissen von der 
Ordnung einer Einheit der letzten Stelle sein. Die Fehler, die durch die 
Abkiirzung auf diese Stelle hinzutreten, sind von derselben Ordnung. 

Es kann sich indessen unter Umstanden lohnen, eine genauere 
Untersuchung tiber den Fehler zu machen und genauere Grenzen zu 
ermitteln, zwischen denen er liegen muB. Zu dem Ende sind in § 37 
Formeln entwickelt worden. 

Wir fanden dort, da wenn eine ganze rationale Funktion g (w) 
von 2rten Grade an <2'7-- 4) Stellen Ov-E4, =e 2) =, 2 he ite der 
Funktion y (uv) tibereinstimmt, deren 27 + 1 ter Differentialquotient in 
dem Intervall —7 bis +, 7 stetig ist, so ist die Differenz  (u) — g (wu) 
fir Werte von wu, die in demselben Intervall liegen, gleich 

Qa) (w) 
wo @ einen Wert bedeutet, der ebenfalls in demselben Intervall liegt. 
Kann also diese 27 + 1te Ableitung in Grenzen eingeschlossen wer- 
den, so gilt dasselbe von dem Fehler, den man begeht, wenn ¢ (uw) durch 
g(u) ersetzt wird. 

Nun beruhen die Integrationsformeln doch darauf, daB die zu 
integrierende Funktion f (*) durch eine ganze rationale Funktion g (w) 
ersetzt wird. Soll z. B. 


u(w2—1)...(w—?), 


h 
ty +5 +4 
_fieyar= x free — =u) 


berechnet werden und wird f(x) durch die ganze rationale Funktion 
g (wv) von 2rtem Grade ersetzt, die mit f(x) an den Stellen « =0, +14, 
. --y ubereinstimmt, so ist die Korrektur, die an 


+4 
h[g(u)du 
“3 
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a 


angebracht werden mu8, um das gesuchte Integral zu geben, gleich 
+4 


427+ 1) 
Sl craig u(u2?—1)...(wW—Pr) du, 


=5 


wo €=x, +h@ zwischen x,—r7h und x,+ 7h liegt und von u 
abhangt. Das Produkt u (wu? —1)...(w—7?) hat fir u=—4 
bis + $ das Vorzeichen von (— 1)’w, hat also in dem Intervall — 4 
bis 0 wie in dem Intervall 0 bis } nur Werte eines Vorzeichens. Mit- 
hin kann das Integral in zwei Teile zerlegt werden 


0 

at) ( 
pea _— erenil"| (w@—14)...(#—Pr\du 
+ yore Fe “8 f, s(u®—1)...(w—P) du. 


Die beiden Integrale in diesem Ausdruck sind einander entgegengesetzt. 
Bezeichnen wir das zweite Integral mit U, so kénnen wir die Korrek- 
tur in der Form schreiben: 


f2rre2 


Gree ee) — PU. 


Dabei liegt & zwischen x, und x,-+ 7h, &, zwischen x, und x, — rh. 
Wenn auch die 27-+ 2te Ableitung stetig ist, so kénnen wir hierfiir 


schreiben: 
h2 n4-2: 


srt OG — AU. 


E liegt dabei auch zwischen x,—rvh und x,+~7h, und & — é, 
zwischen 0 und 27h. 
Bei der Anwendung der Formel (1**) zur Berechnung von 


denken wir uns die Strecke % 45 bis gts in m gleiche Teile 
geteilt und schatzen fiir jeden dieser Teile den Fehler ab. Wenn wir 
in der Formel (1**) 7 + 1 Glieder beibehalten haben, also bis zur Ko- 
lonne mit dem Index 27 — 1 einschlieBlich gegangen sind, so haben 
wit die Funktion unter dem Integralzeichen in jedem Teilintervall 
durch eine ganze Funktion 27 ten Grades ersetzt. Ist die 27 + 2 te Ab- 
leitung absolut genommen, nicht gr6Ber als M in dem ganzen Bereich 
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der Werte von %)— (r—1)h bis xn -+7h, so ist der Gesamtfehler 
absolut genommen nicht gréBer als 


M 


A Ried esac KOH 


[U = fu (w2—1)...(w— 7) du] 
0 


oder, wenn wir 2h = %», — %  beachten: 


M 


(9) (%q — %q) 27 her t® U | P 


Normalerweise wird man h?"*? M durch den gr6éBten Wert abschat- 
zen koénnen, der in der Kolonne mit dem Index 27 + 2 vorkommt. 
Denn der 27 + 2te Differentialquotient ist der Grenzwert, dem sich 
die 27+ 2te Differenz dividiert durch h?"+? fiir verschwindendes h 
nahert. 

Nach der Formel (2**) ersetzen wir f (x) durch eine ganze rationale 
Funktion g(v) vom 27+ 41ten Grade [hu =x —4(%,-1+4%,)], die 


mit f(x) an den 27+ 2 Stellen apis as eee 


einstimmt. In dem Intervall x,_, bis x,(v=— 4 bis + 4) wird die 
Differenz f(x) — g(v) gleich 


uber- 


fee) 4 9 1 
2r+2 
jer (v2 +) (2 2)... fos —4 ar tay 
wo & zwischen %,_,,, und %,,, liegt. 
Der Fehler des Integrals 


v, +4 


[ydx=b[y do 


Ty 1 = 4 
wird, wenn y durch g (v) ersetzt wird, somit gleich 


+5 


feae® poe 1 f(ve — = ea [2+ (ar 44) 


-4 


wo € nicht derselbe Wert zu sein braucht, aber in demselben Intervall 
liegt. Bezeichnen wir das Integral mit V und den gréBten absoluten 
Betrag von /?'*2) (x) in dem Intervall x, —(r—1)h bis x, +-rh 
mit M, so ist der absolute Betrag des Gesamtfehlers nicht gréBer als 


27r4+3 M 
mhirr (2r¥ + 2)! |v 
oder 
(10) (Ines Me) A Great | Vi. 
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§ 76. Differentiation durch Interpolation. 


Ebenso wie zur Integration kann man das Differenzenschema auch 
zur numerischen Berechnung des Differentialquotienten einer Funk- 
tion benutzen. 

Gehen wir von der Interpolationsformel (I) aus, mit der in § 74 
eingefiihrten Bezeichnung, und differenzieren die rechte Seite nach uw, 
so wird 


pola tay 


ee lO Ol 5) eee 


So 


Den Wert des Differentialquotienten an der Stelle x =x) er- 


halten wir, wenn wir nach Ausfiihrung der Differentiation wu = 0 
setzen: 


(11) Yew = 4 (0,1) 40,3) +400, 5) — 


Entsprechend kénnen wir, von der Interpolationsformel (II) aus- 
gehend, eine bequeme Formel zur Berechnung des Differentialquotien- 
ten in der Mitte zwischen zwei gegebenen Ordinaten aufstellen. Es ist 


eee 


und nach Ausftthrung der Differentiation fir v = 0 


Ao ah a sen ee 


Bei der Differentiation darf man wegen des Faktors > die Teil- 


intervalle nicht zu klein wahlen, da sonst die Funktionswerte zu viel 
Stellen haben miiSten, um die Ableitung genau genug zu liefern. An- 
dererseits darf # auch nicht zu gro8 genommen werden, da sonst die 
hdheren Differenzen nicht schnell genug abnehmen. In jedem Falle 
wird es einen gewissen gitinstigsten Wert von / geben, tiber den man 
jedoch keine allgemeinen Aussagen machen kann. 
Beispiel: Die Funktion 
= Sin % 


ist fiir die Aaquidistanten Werte x =0°,5°,10°,...,45° gegeben. 
Durch Differentiation sind daraus die Werte von cos * an den Stellen 
Ones 2uOr oe 45.70. berechnen. 

Die Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor. Die Werte 
vou 3s cos * werden aus der vorhergehenden Spalte durch Multi- 


ae peas : 
plikation mit > gewonnen. Da h = a =a ist, so wird 


se 11°45916. 
It 
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ST 


Differenzen 1 1 Die Tafel 
& sin * (0,1) -=(0, 3) | (0, 1) -= (©, 3) cos * gibt als 
| 6 6 letzte Ziffern 
ln Oe 3. 
| | a 
0° || 0:00000 0) 8716 87272 1:00006 00 
8716 —= (if) 142 
Re 0°08716 — 67 8682 5 8693 5 0°99620 19 
8649 — 65 110 
10° || 0°17365 — 132 8583 8593 8 0:98478 81 
8517 — 65 108 
152 Os2 5882 = ey 8418 5 84292 | 0°96692 93 
8320 — 63 107 
20° || 0:34202 — 260 8190 8200 4 0:93970 69 
8060 — 62 104 
25° ai O:42262 — 322 7899 7909 0 0:90630 34 
7738 — 58 100 | 
30° || 0-50000 — 380 7548 75576 0°86604 03 
7358 — 57 96 
BES | Orava — 437 71395 7148 6 0°81917 15 
6921 e= 5) 91 
40° || 0:64279 — 489 6676 5 6684 9 0°76603 04 
6432 (— 49) 84 
AGO NT O7O714 


Aus der Symmetrieeigenschaft von sin x laBt sich das Differenzen- 
schema nach oben leicht vervollstandigen. Nach unten hin mu8 die 
letzte der dritten Differenzen extrapoliert werden. 

Ahnliche Formeln lassen sich auch fiir die zweiten und hdheren 
Ableitungen aufstellen. Differenziert man die Interpolationsformel (I) 
zwelmal und setzt dann “=O, so wird 


(13) Vitam = +3 | (0, 2) — 5 (0, 4) ++ (0,6) —...]. 


Entsprechend ergibt die Interpolationsformel (II) zweimal diffe- 

renziert fir w==0 
, SAAT RSS A 259 (1 his 

(14) Yemm+in = h2 (}, A a(t. 4) 5760 (3 ; 6) a | 

Uber die geeignete Wahl der Intervallbreite gilt dieselbe Bemer- 
kung wie bei den Formeln fiir die erste Ableitung. 

Beispiel: Unter Benutzung des oben aufgestellten Differenzen- 
schemas ist die zweite Ableitung der Funktion 

1 

122 
an der Stelle x =0'5 zu berechnen. (S. 240.) 

Die in Betracht kommenden geraden Differenzen sind in E inheiten 
der siebenten Dezimale, wenn man noch die achte Differenz hinzunimmt: 


0, 2= — 263690, | 0,6= +3085, 
0, 4=— 8803 ,''] 0,38 == 864 . 


vo 
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Erganzt man die Formel (13) noch durch das weitere Glied 
— ss (0, 8), so wird 


v= sar (= 26 369 ++ 733°6 + 34°3 +4°5), 
y’ = — 0°25 600. 
Andererseits findet man durch direkte Differentiation 
fj ee eee 
(1 + %?)8 
y= —0'256. 


und fir x =0°5 


§ 77. Differentiation durch Approximation. 

Die Aufstellung des Differenzenschemas wird haufig zwecklos wer- 
den, wenn die Ordinaten der zu behandelnden Funktion nicht genau 
genug gegeben sind. Man erkennt an dem immer unregelmaSigeren 
Verlauf der hoheren Differenzen, da8 die Ordinatenfehler in steigendem 
Ma8e die wahren Werte der Differenzen verdecken. 

In solchen Fallen, die bei empirischen Funktionen die Regel bilden, 
ist die Benutzung des Differenzenschemas zur Berechnung der Ablei- 
tungen unzulassig. Man mu8 dann auf die Methoden des 8. Kapitels 
zurtickgreifen. Die empirische Funktion wird durch eine Naherungs- 
funktion ersetzt, die nicht fiir aquidistante Werte der unabhangigen 
Veranderlichen mit ihr tibereinzustimmen braucht, und man ersetzt die 
gesuchte Ableitung durch die entsprechende Ableitung der Naherungs- 
funktion. 

Am einfachsten geschieht die Annaherung durch eine ganze rationale 


Funktion Dg Gedy Cee ee ay 
In der Mitte des Intervalls, also an der Stelle * =O, ist 
Y= a ony = 225. 
Irae Valle 7 =-2,..also bet. der ae durch eine gewodhnliche 
Parabel, ist . ~_ 
; Volga Vo 36 - Jo): 
LSE ar Ce IK 
pe NS pS 
v=26—7)s), ¥=ZGIe—Jo)- (Vel. S. 194.) 


MuB die Annaherung von hdherem Grade sein, so wendet man 
bequemer Kugelfunktionen an. Die empirische Funktion f(x) wird 
dann durch die Funktion 


GN 0g Peet Gy Py aol oon tb On L 
angenahert, deren Koeffizienten aus oe Beziehung 
2h le fl 


Cr 2 [Pie 
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berechnet werden kénnen. Die Integrale werden am einfachsten unter 
Benutzung einer Tabelle der Kugelfunktionen nach der Simpsonschen 
Regel ermittelt. 

Ordnet man y (x) nach Potenzen von x, so wird 


1 165 NB ES 
P(%) = % — 5% +574 Dame 18 ae: 
3 25 HS 27 
+4 (q— Fat 55% — sa gat 
3 35 Bec y 
2 
oi (54 Z4 4D 4.67 6 
5 DES SOPs 
ot (ee 8 ees ES 
+0 (5 a, 7 hae nla ey eae 
560 
Fir die Ableitungen an der Stelle x =0 erhalten wir 
, 3 Boe) Bi Die 
yY=ra eS metas a ag CUP ee 
hae fig eS ets 3+5+7 
Fiat ie eA eka 


Beispiel: Za den aquidistanten Abszissen 0,1,2,... 10 sind die 
elf Funktionswerte ey 


O; TASP R287 3 Zh 4 eb SG: BOs a7 5a OO LOO 


gemessen worden. Der Differentialquotient dieser empirischen Funk- 
tion ist an der Stelle x =5 zu berechnen. 

Um die gegebene Funktion durch eine ganze rationale Funktion 
anzunahern, setzen wir x =5-+5%, und berechnen die Integrale 


Sell 
Ja=4f By ax. 
-1 


Die Rechnung geschieht nach der Simpsonschen Regel in folgender Form 


” z y y % y 2 y x8 ay 
0 = 0 0 ) ) ) 
1 — 0°8 18 — 144 11°52 — 9°216 324 
2 — 06 28 — 16°8 10:08 — 6:048 784 
3 = 04 37 — 14:8 5-92 ~ 2:368 1369 
4 — 0-2 44 98'S 15765 Sly APSO"8 52 1936 
5 0 S200 ) ) | a) 2.704 
6 0-2 So 11°6 2°32 0°464 3 366 
7 0-4 65 26:0 10°40 4160 4225 
8 06 75 45:0 27:00 | 16200 5625 
9 08 89 71:2 56°96 | —-45"568 7921 
10 4 109 |. 109 109 | 109 11881 
ie 524 14°77 17684 | 9°4035 3 382°5 
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Um die Annaherung priifen zu kénnen, ist in der letzten Spalte 
+1 


das Integral 4 if y? dx berechnet worden. Als Ma8 fiir die Giite der 
-1 


Naherung haben wir dann 


aya 
m? = $/yvdx — (Jot ajit-.-- An Jn) - 
-1 


Bur 4 — 2° ergibt’ sich 


a = 50°91, 

a, = 44°30, Wu=A2°S. 

a3 == 3°57. 

Fir »=3 erhalten wir 

a = 50%, 
a, = 30°03, 
Wee ean m* = — 01. 
Qa 23. Ors 


Der negative Wert von m? ist auf den Fehler der Simpsonschen 
Regel zuriickzufthren. Wir erhalten als Annaherung so genau, wie es 
die Berechnung der Koeffizienten nach der Simpsonschen Regel gestattet, 
eine ganze rationale Funktion dritten Grades. An der Stelle x =0 
ist die Ableitung dy 

= 


a, = 30, 


daher ist die gesuchte Ableitung an der Stelle * =0 
dy — : ay = (0). 


Etwas bequemer gestaltet sich die Berechnung bei Benutzung 
einer Tabelle der Kugelfunktionen: 


x Je va Poy Psy 
“= = 1°00 — 1:00 (0) | (6) 
=O 0°46 — 0:08 8:28 44 
= Re 0-04 0°36 1D 10°08 
= Ou! = 10:26 0°44 — 9:62 16:28 
=O — 0-44 0:28 — 19°36 12°32 
0 — 0:50 0-00 — 26:00 ) 
0-2 == Oe = 70:28 == Depo == NEAL 
0-4 =02G — 0:44 — 16°90 == 28:60 
0°6 0:04 ==70-36 3:00 — 27:00 
08 0°46 0:08 40:94 712 
4Eg 1-00 1:00 109 109 
+1 
4[P.yd% 0°476 1°359 
-1 
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Da P,=1, P, =. ist, so ergeben sich unter Benutzung der 
beiden oben berechneten Integrale J, und J, fiir die Entwicklung nach 
Kugelfunktionen die Koeffizienten 


m2 
dy = 52:40 6681 
a, = 4430 13°9 
ay = 2°38 12°8 
dg = 951 =O 


Als MaB fiir die Gitte der Naherung ist der Wert des Ausdrucks 


mat fea en 


a 
berechnet worden. 
Fiir die Ableitung an der Stelle % =0 ergibt sich 
dy 3 


fee aw Re eet ae 


in Ubereinstimmung mit dem fritheren Werte. 


§ 78. Mittelwertmethoden. Formeln von Newton-Cotes 
und Mac Laurin. 


Die Aufgabe, den numerischen Wert des bestimmten Integrals 


b 

[ydx 

a 
zu berechnen, 148t sich noch von anderer Seite her angreifen. Wir 
nehmen wieder an, da durch Einfthrung einer passenden Verander- 
lichen die Integration auf die Grenzen — 4 bis + 1 zuriickgefthrt wor- 
den ist. Das Integral a 

J=tfydx 
27, 2 


soll nun unter Benutzung einer bestimmten Anzahl von Ordinaten 


V1, Ve, +++,¥n, die in dem Integrationsintervall liegen, méglichst genau 
durch einen Ausdruck von der Form 
(15) A= Ry, + Rey. +... + Rnyn 


dargestellt werden. 
Das Integral soll hier als Mittelwert aus den mit bestimmten Ge- 
wichten R,, Ry, ..., Ryn genommenen Funktionswerten gebildet werden. 


Man bezeichnet die folgenden Verfahren daher auch als Mittelwert- 
methoden. 
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Wir nehmen an, da8 die zu integrierende Funktion 


y = f(x) 


in dem Intervall —1 bis +1 in eine gut konvergierende Taylorsche 
Reihe entwickelbar ist: 


Y= + 4,% + a.x27+ a,x24+ .. 
{® (0) 
ap = i 
Setzen wir die Entwicklung in das Integral ein und integrieren glied- 
weise, so wird 


Dabei ist 


Rh oe 
J = Gy Sp St 


Bezeichnen wir die zu den Ordinaten y,, 72, ..., Vn gehdrenden 
Abszissen mit %,, %2,...,%n, So ist allgemein 


Vo = Ay 1 Gy Xx AgXn + aXe +... 


und es wird daher 
Aa a ay eg ls ag > hla ag > ea eg 
sla ccucnct (Naralgceenth)t 


Da die Formeln fiir beliebige Funktionen gelten sollen, so miissen 
die Koeffizienten dy, a, a,... der Taylorentwicklung unbestimmt 
bleiben; man kann nur annehmen, daB die Koeffizienten allmahlich 
kleiner werden. Bei empirischen Funktionen braucht das durchaus 
nicht immer der Fall zu sein, es ist dann sehr wohl méglich, daf in spe- 
ziellen Fallen eine an sich ungenauere Formel den Wert des Integrals 
besser liefert als eine viel genauere Formel. 

Um die Ausdriicke J und A méglichst weit zur Ubereinstimmung 


zu bringen, vergleichen wir die Faktoren von 4p, @, @,... Es er- 

ibt sich 

é Die 1 =1, 
a 
PI Ry —= 0 ? 
(4 
Diva Rat Be 
a 
See 
ve 

(16) =" 
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Sind die # ersten Gleichungen erfiillt, so enthalt die erste nicht 
mehr erfiillte Gleichung die Potenzen x4. Wir setzen dann 


A . . 
> Ra = Pe Q, wenn p gerade ist 


— Q, wenn p ungerade ist. 


Der Fehler des Ausdrucks A ist dann: 
P= [AS ae Ge) ae 


Um eine Abschatzung fiir den Fehler zu besitzen, setzen wir an- 


genahert yo 
ie ap Q = Q pl A 


Der Fehler wird durch diesen Ausdruck genau wiedergegeben, wenn 
alle auf a, folgenden Koeffizienten verschwinden, d. h. wenn y = f (x) 
eine ganze rationale Funktion ten Grades ist. Die Darstellung des 
Integrals durch A wird fehlerfrei, wenn auch a, verschwindet, wenn also 
f («) eine ganze rationale Funktion von héchstens (p — 1)tem Grade ist. 

Dies Abszisseniex ya. on, vn nds diemGewichte ie a yee eens 
miissen nun so bestimmt werden, da8 die Gleichungen (16) erfiillt sind. 
Dabei kann man einmal von bestimmten, bequem gewahlten Abszissen 
ausgehen und die zugehdrigen Gewichte ausrechnen, oder man kann 
auch von bequemen Werten fiir die Gewichte ausgehen und dazu die 
Abszissen ermitteln. SchlieBlich kann man auch die Abszissen und die 
Gewichte ganz offen lassen und nur verlangen, daB méglichst viele der 
Gleichungen (16) erfillt werden. 

Im ersten Falle wahlen wir die Abszissen der Einfachheit halber 
aquidistant. Sie liegen dann symmetrisch zur Mitte x =0. Wahlen 
wir die zu symmetrischen Abszissen gehérenden Gewichte gleich groB, 
also 

PSF AOR ail Sak Sah ae 


Lie 


so ist die 2., 4.,6.,... der Gleichungen (16) von selbst erfiillt. Ist 
gerade, so kénnen daher  Gleichungen, ist m ungerade, sogar n + 1 
Gleichungen durch geeignete Wahl der Gewichte zum Verschwinden 
gebracht werden. Daher ist in beiden Fallen 


1 
= — S'x? Ry, 
P Ai ow ee pe 


und zwar ist 
p =n, wenn n gerade ist, 


p=n-+1, wenn m ungerade ist. 


Die Auflésung der in den Gewichten linearen Gleichungen (16) 
ergibt fiir die einzelnen Werte von ” die Formeln von Newton-Cotes: 
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n=1 x= O a > 
1 
Rk, = 1 c= + a 
a? ner a oeas Ce a Q=— > 
1 1 2 
i or Ea. LD ver a eae 
= ae es, eats 
Le 4 Omi 2 a 
Opies) 0-4 ae eG F=—a+.. 
£ ae 8 
n= 4 el aE 4 T5e 
at ors 
oo nen, atest be oe eS 
n=5 t= — 4 ee sei Q= = 
GOR 27430 1D 39 97 F=— at... 


Man erkennt, daB die Annaherung durch 2 — 1 Ordinaten fast ebenso 
gut ist, wie durch 2 Ordinaten. 

Die Formeln kénnen auch auf mehrere Teilintervalle angewandt 
und ihre Resultate addiert werden. Bezeichnet man den Abstand zweier 
aufeinanderfolgender Ordinaten mit h, so wird das Integral iiber das 
Intervall (n — 1) h erstreckt 


n 
+ 
n 


-1 

2 is seul 
ydu="S*hfyde=(n—A)hJ, 
gun =4 


n—1 , 
aaa hx gesetzt wird. 


Fir » = 2 ergibt sich durch Addition der Teilintegrale die Trapez- 
regel tm 
‘ k 
fyax= +2 + 29+ 2 + 2Ym—-1 + Ym) » 


Xo 
Fir » =3 ergibt sich die Simpsonsche Regel 


zm 
h 
[yax= 7 Vo + 41 + 2a 49a +e FH 2Ym- 2 4 Ym—1 + Ym) « 
Xo 
Fiir » =5 erhalt man die Formel 
(a 2h 


[yax = 22 (7) +3291 + 124 3243+ 144 1+ 3295 4 


fe + 32Ym—3 + 12Y¥m-2-+ 32Ym-1 + 7m) » 
wobei m durch vier teilbar sein muB. 
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Andere Formeln erhalt man, wenn man nach Mac Laurin nicht die 
Endordinaten, sondern die Mittelordinaten der einzelnen Teilintervalle 
benutzt. Teilt man das Intervall —1 bis +1 z.B. in drei gleiche 
Teile und nimmt die Mittelordinaten an den Stellen —=, 0, +=, 
so ergibt sich: 


Die Genauigkeit ist etwas groBer als bei der entsprechenden Formel 
von Newton-Cotes. 


§ 79. Formeln von Tschebyscheff. 


In den bisher abgeleiteten Formeln werden die Ordinaten mit ver- 
schiedenen Gewichten multipliziert. Spielen jedoch die Beobachtungs- 
fehler eine groBe Rolle, dann ist es vorteilhaft, alle Gewichte gleich 
groB zu wahlen. Dann wird der mittlere Fehler des Ausdrucks 

A= Ry, + Royet.--+ RnVn 
ein Minimum, falls alle Ordinaten mit gleicher Genauigkeit gemessen sind. 

Wahlit man die Gewichte gleich groB, so ergibt die erste der Glei- 

chu 16 
pea Re eee ee eee ee 


nN 


Die 2., 4.,6., ... Gleichung ist wieder von selbst erfiillt, wenn man die 

Abszissen symmetrisch zur Intervallmitte * = 0 annimmt. Ist » un- 

gerade, so gehort * =O zu den gesuchten Abszissen, es kénnen also 
m—1_, : ued 

nur noch -— weitere Gleichungen befriedigt werden. 


Da in den Gleichungen (16) nur noch gerade Potenzen der Ab- 
szissen auftreten, setzen wir x7 =z und erhalten 


2% ae 
(17) eg eg 
= Sins ey 
yess, 


Den Fehler schatzen wir wieder durch F = Qa, ab. Dabei ist 


wie friiher ; 


p 
ipa ead Bhs ay. 0 
peo i ecard 


z 


und es ist jetzt =n +2, wenn n gerade, 


p=n-+1, wenn m ungerade ist. 
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Jetzt sind also die Formeln fiir gerade Werte von m vorteilhafter als 
die fiir ungerade Werte. 

Durch die Gleichungen (17) sind die Potenzsummen der Unbekann- 
ten gegeben. Aus ihnen lassen sich die symmetrischen Grundfunktionen 
ausrechnen, und diese sind bekanntlich die Koeffizienten einer algebrai- 
schen Gleichung, deren Wurzeln die Unbekannten ergeben. Die Formeln 
sind nattirlich nur brauchbar, wenn samtliche Wurzeln der Gleichung 
reell sind. 


Fir »=4 z.B. ist wegen der Symmetrie 


Quadriert man die erste Gleichung und subtrahiert davon die zweite, 
so ist nach Division mit 2 


1 
ake aay 


Daher sind z, und z, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


1 en ———— 
Zz 1 fe O 
Es ergibt sich 
4 ae 
erat ara ne 
1 DS 
ay ag Se 
Ferner ist 
: 24 ene 34 
at B= (4 + 4) [la + %)? —3 44] = 3 (3 t)=. 
Daher wird 
QO 1 7 (2 | eC D ee pe 
2 7 i ik Tt 7 135 945° 


Fiir die verschiedenen Werte von m ergeben sich auf ahnlichem 
Wege die Formeln von Tschebyscheff: 


A 1 4 
We x = — + 73 = — 0°577350, R=>, F= 7 G+... 
m= + >13= 0577350. 
is 1 = 1 
n=3 %=—+)/2=—0707107, Beep isla sada 
X= OO; 
tg= > 2= 0°707107. 


Runge-Kénig, Vorlesungen. 18 
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2 5 =-0°794654, Gato) ES cay ag. 


| 

me Tiebagerstad 0°187 592, 
| 
| 


nos 14275 = 0794654. 
n=3> 4S Sty lit= — 0832497 R=—, ne EP ema 
Gm ee 3 Vit = — 0374541, 
X3 = OF 
ine Vi-—ty0= 0°374 541, 
gee - bs Vi1= 0°832497. 


Anstatt samtliche Gewichte gleich zu wahlen, kann man auch irgend- 
welche anderen Werte vorschreiben. Zu einer recht genauen Darstellung 
gelangt man, wenn man z. B. bei vier Ordinaten die beiden mittleren 
mit doppeltem Gewicht annimmt. Es ist dann 


1 2. P 4 
is ame Seen at a fire) sc 
und wir erhalten die Gleichungen 
24+ 22, = 1, 
zi ris 2 25 7 3 ? 
4(2 +22) =4—2Q. 


Die Lésung ergibt: 


ae V3 ! 2/10 = — 0'868890, R= = 

Mes Fag 110 = — 0350021, eS 

Xs = lees ie 0350021,  Rs==, 
= i+ =Vi0= 0868890, R,=4, 
© gama, ae hey 


Beispiel: Die verschiedenen bisher aufgestellten Formeln sollen zur 
Berechnung des Integrals 


+b 


wt 
3 
J =4/ cosudu=4 


rma 


benutzt werden. 


§ 80. Das Verfahren von GauB. ails 
A wt 
Wir setzen u = 5 und erhalten 
+1 
a m4 
i= me -[costadu=2A 


Zur Berechnung des Fehlers entnehmen wir aus der Reihenentwick- 


as . ee 
lung von cos 5% die Koeffizienten 


= Afra e = ale de fe \.S 
cee. Go Monee! Spay eee CE I, \a) 


Die einzelnen Formeln ergeben jetzt die folgenden Resultate. Durch 
den Index soll stets die Zahl der benutzten Ordinaten angezeigt werden. 


Formeln von Newton-Cotes: Formeln von Tschebyscheff: 
J,= 1571, 
Fy SS 0°646, 
Je = 0) ) Ts = 0°968 ) 
it eu An 20 25 F,= 0°035, 
J3=  1°047, Jo= 0989; 
F, = — 0:053, F,= 0:013, 
fe= 1°020, ee 4°00051, 
Fo = 00245 P= — 1000055, 
Js= 0°99929, Js= —1-00026, 
FF, = — 0:00076, F; = — 0:00028. 
Formel von Mac Laurin: 
Ts == 0°982 ? 
F, = 0°021 . 
Formel aus vier Ordinaten, von denen die mittleren doppeltes Ge- 
wicht erhalten: Ja = 0°999937, 
F, = 0°000059. 


§ 80. Das Verfahren von GauB. 


Um die Genauigkeit méglichst weit treiben zu kénnen, schreibt 
Gauf weder fiir die Abszissen, noch fiir die Gewichte bestimmte Werte 
vor. Benutzt man m Ordinaten, so stehen jetzt 2” Unbekannte zur 
Verfiigung, mit denen man 2” Gleichungen (16) befriedigen kann. Zur 
Abschatzung des Fehlers erhalt man daher 


1 Sy ed Me 


QO 
2 2n+1 aXa 


18* 
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Der Fehler beginnt mit dem Koeffizienten a,,: 
8 = Q aan + coe 
Durch die Gaufsche Formel wird daher eine ganze rationale Funktion 
von héchstens (2 — 1) tem Grade genau integriert. 
Wir lésen die Gleichungen (16) zunachst fiir die einfachsten Falle. 
Fir n= 1 ergeben sich aus 


tegen 
2G On 
@R,=4—2,, 
die Werte 
Rigae %,=0, 2, = 5. 


Fir 2 =2 sind die Gleichungen 


Rya ks “=A, 

4, Ey 4 ey Re = 0; 

aj Ry + x3 R,=4, 

mR, +4, =0, 

xt R,+%2R,=4 i 

zu lésen. Wir multiplizieren die erste mit x, %, die zweite mit — (%;+4%5) 

und addieren zu ihrer Summe die dritte Gleichung. Dann heben sich 
die linken Seiten fort, und es wird 


O= %%, +4. 
Auf die gleiche Weise erhalten wir aus der zweiten, dritten und vierten 
Gleichung =- —14(%,+4%,). 
Daher wird 
4 Saw, = = J. 


Mit diesen Werten ergibt sich aus den beiden ersten Gleichungen 


eg A Re a 
SchhieBlich liefert die letzte Gleichung 
Oe eee 
‘ 5 9 45 


Eine praktische Anwendung kénnen diese Resultate z. B. in der 
Meteorologie finden. Die mittlere Tagestemperatur soll aus zwei 
Messungen bestimmt werden, es fragt sich, wann die Thermometer- 
ablesungen vorzunehmen sind. Rechnen wir den Tag von Mitternacht 
bis Mitternacht, so sind die Ablesungen nach der Gaufschen Formel 
y4-412 Stunden vor Mittag und y4-412 Stunden nach Mittag, also 
ziemlich genau um 5 Uhr morgens und um 7 Uhr abends vorzunehmen. 
Das Mittel aus beiden Messungen liefert die mittlere Tagestemperatur. 


§ 80. Das Verfahren von GauB. DAT 


Man wurde genau den richtigen Wert erhalten, wenn sich der Tem- 
peraturverlauf wahrend eines Tages durch eine Parabel dritten Grades 
darstellen lieBe. Eine solche Parabel besitzt ein Maximum und ein Mini- 
mum, ebenso pflegt die Temperatur wahrend eines Tages zwei Extrem- 
werte anzunehmen. Man wird daher in der Regel auf eine gute Uber- 
einstimmung rechnen kénnen. 

Fur den Fall » = 3 erhalten wir die Gleichungen 


Peete, Sie 
Ky dky ap hg Re Hai, = 0 
i yet Ry ae Reet, 
mR, + +R, + 23R,=0 
x Ry + #3 Ry + x5R, = 4 
aR, +R, +43 R,=0, 
AR, +8R, + AR, =} 


Die drei unbekannten Abszissen x,, ¥, und +, betrachten wir jetzt 
als Wurzeln einer kubischen Gleichung 


Cy Oph On? a? == OF 


Die vier ersten Gleichungen multiplizieren wir der Reihe nach mit ¢), 
C,, C, 1 und bilden die Summe. Dann erhalten wir fiir die Koeffizienten 
der kubischen Gleichung die Beziehung 


Cyc 1 ep OF Cos e+ 1-0 = 0. 


Ebenso verfahren mir mit der 2., 3., 4. und 5. Gleichung, ferner mit 
der 3., 4., 5. und 6. Gleichung und schlieBlich mit der 4., 5., 6. und 
7. Gleichung. Es ergibt sich ein System linearer Gleichungen zur Bestim- 
iaUINe VOW C,,, €4, °C, und 12, : 


Co Cy Cy 1 
1 0 1 G50, 
(18) 0 } 0) + =0, 
4 0 z 0 =0, 
0 4 0 P= 2,. 
Die Lésung ergibt 
Gay a=—=, Co =0, Q,=— — = 7 


Danach erhalten wir %,, %2, %3 als Wurzeln der kubischen Gleichung 
8 —24=>0. 


Die linke Seite der Gleichung ist bis auf den Faktor 3 identisch 
mit der dritten Kugelfunktion (S. 204) 
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Wir behaupten, da8 die Abszissen fiir m Ordinaten allgemein als 
Wurzeln der m ten Kugelfunktion gewonnen werden kénnen. 

Die linken Seiten der linearen Gleichungen (48) traten schon bei der 
Annaherung einer willkiirlichen Funktion durch eine Potenzreihe auf 
(§ 62). Wir erhalten die Gleichungen (18) genau, wenn wir die Koeffi- 
zienten der Forderung unterwerfen, das Integral 


zu einem Minimum zu machen. Allgemein werden wir daher die Koefti- 
zienten der Gleichung ten Grades zur Berechnung von m Abszissen 
durch die Forderung gewinnen: 


+1 
OS $f (co + ¢,% + cox? + 2... + 6n-1 x" 71 + x")? dx = Minimum. 
=1 
Nun 1aBt sich eine ganze rationale Funktion mten Grades immer 
durch die m ersten Kugelfunktionen ausdriicken: 


Cot Cy% + gx? +... + ony x™-1 + x” 
=6,P)+6,P,+6,P.+ --- +0n-1Pn-1+ bn Pr. 
Da der Koeffizient der héchsten Potenz von x gleich 1 ist, ist auch b, 


bestimmt. Alle tibrigen Koeffizienten 0p, 0,, bs, ... 6, _, werden durch 
die Forderung 


4:41 
Qn = $f (by Py + 0, Py + by Py +... + On Pn + bn Pp)? dx = Minimum 
=a) 


gewonnen. 
Durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen erhalten wir wegen 
der Orthogonalitat der Kugelfunktionen 


+1 
by | Po Pydhie=O (k2=0,4, 2) senteaA)e 
-1 
Es verschwinden daher alle Koeffizienten 0 , ,, by, ... 6,_,, und die 
linke Seite der Gleichung nten Grades ist bis auf den Faktor 0,, identisch 
mit ee 
Fir n= 3 liefert P, die Gleichung 


, ek 
mit den Wurzeln x pe 


%g=0, %.=+72 = £0'774697. 
Fir »=4 erhalten wir 


6 3 
68 sac Ft Bl 
7 1 35 


mit den Wurzeln 


145 4. 2130 — 
ie. Epes = +0°861 136, %5—= + oe = +0°339981. 
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Fiir n = 5 10 
x5 
9 


5 
StL el 
2 iaitrw O 


mit den Lésungen 


X%z3=0, %eq 


= £2420 _ 4 o-906120, 
an 
= +) 35 — 2/70 


63 


X4, 2 


? 


= + 0538 469. 


Wir kénnen diese Gleichungen noch auf einem anderen Wege ge- 
: ‘ pe-oet , R 
winnen. Betrachten wir namlich den Partialbruch de und ent- 
ee aai 


wickeln ihn nach fallenden Potenzen von x, so wird 


a Rk % & Ry 4 my Ry 


% x2 x3 
Die Summe aller Partialbriiche 


as =e 5 Reta D)% net Sar at. 


‘e-es ie n) 


erhalt nach den Gleichungen fiir die GréBen R die Form 


SS TRes. 1 ; i al tet 1 1 1 
(19) Hm OR 3 x8 et ae Dei Eg Se 


1 al 
ae Q 
(=-4 ) 


Wie man sieht, stimmen die ersten 2-n-Glieder iiberein mit der 
bekannten im § 41 (S.128) aufgestellten Entwicklung 


4 1 1 
NS Dip ae PO Qn+1 #2nt1 | 


(20) | 


Die Bedingungen, denen die 2”-Werte x, und R, unterworfen 
sind, sind daher identisch mit der Forderung, da von der Entwicklung 
(19) méglichst viele Glieder mit der Entwicklung (20) des Logarithmus 
iibereinstimmen sollen. 


A 1h, 
Die Summe > 
x — H# 


(04 
wir uns alle Briiche auf gemeinsamen Nenner gebracht, so erhalten wir 


F : IPs 
den Quotienten zweier ganzer rationaler Funktionen 0 = . Der Nenner 


ist eine rationale Funktion von «.-Denken 


a 


ist von mtem, der Zahler von (n — 1) tem Grade. Die Entwicklung dieses 
Bruches stimmt in den ersten 2”-Gliedern mit der Entwicklung (20) iiber- 
ein, eine Abweichung tritt erst bei dem (2” + 1) ten Gliede auf. Daher 
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P,, (#) 
Q,, (*) 
: 1 1 
Kettenbruchentwicklung von > lg a 

Fiir die einzelnen Werte von 7 lassen sich daher Zahler und Nenner 


der Naherungsbriiche durch die Beziehungen 


identisch mit dem mten Naherungsbruch der 


ist der Bruch 


Py=Cnbnai Poass 
Qn ce Gn Ona sae OO”; 
bilden, unter Benutzung der schon frither (S. 129) berechneten Ketten- 


bruchnenner 9,, gs, 93, .-. Wir gehen von den Werten P, = 0, P, = 1, 
Oz, = 0, Oy = 41 fais und erhalten. 


Eb ae Pn Qn 
1 x 1 e 

D — 3% or Srv. Sip 4 

8 Lise —2e+4 B42. 

4 Ea | 39 235 xt — 100 +4 

5 hey f = a Bot tt 25 4s 1050 yg ) ee 


Daraus ergeben sich die Naherungsbriiche 


ee jo) ES ge 
Pb Ley % Fig es 15 DET 21 
Or 4 Qs at — 4 Qs pes Sg, Q4 pe Oe 
3 5 7 35 
i 64 
ie le yr ath 
Ps 9”? bas 
Q; 10 ie 
pi eet 9 Nese). 
Rae ter 9 


Zerlegen wir die Naherungsbriiche wieder in Partialbriiche, so er- 
halten wir als Zahler der Partialbriiche die GréBen Ry, Ko, >... Bezeich- 
net x, eine der bereits berechneten Wurzeln des Nenners, so ist 


P (x) 
R, = x x 
a ( a) Q (x) a=2," 
Fir = 3 erhalten wir daher 
ye m 4 
uk cp ees 4y AS oe 
R => - ——— = Soe eee =— 
3,1 2x2 187 Ry = ast 


§ 80. Das Verfahren von GauB. 281 


By (x | 
SN! S4 4 30 
Ri Ghee fg 1927, 


46, (3 =| 
Hell xe = — cau 
21 1 30 
Ry2= soll 


‘ 24,04 —#) ~ 4 ' 72 = 0°326073. 
1S er 25 
iss a7 
hee 2x} (vi — #3) 1800 = 0°118 463, 
iiss 3 
ee ete 13-770 
Ria Sela) 5 4800 299314, 
eee 64 , 
Ra = 76 2 5y = apg = 0284-444. 


Die beiden Funktionen P,, und Q,, enthalten ihrem Bildungsgesetz 
zufolge entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x. Daher 
hegen je zwei Abszissen wieder symmetrisch zur Mitte « = 0, und die 
zu symmetrischen Abszissen gehérenden Gewichte sind einander gleich. 

Um die GréBen Q zu berechnen, gehen wir von den beiden Ent- 
wicklungen (49) 


Pe rs, 1 Atak : i | 1 1 : 1 
QO, ean a0 x3 5 x? I Dip, le 4 NY y2n+4 I yrnts (. : =) 
und 
Teas «3 1 a 4 a al 4 1 1 1 
One we: 3 #2 5 Eye eee Arty, +4 42"t1 I y2nts (. 4 4) 


aus und bilden die Differenz 


i one dee KO) a Pi \ 
~~ pant 2 ee al 
ORs On ment. y2ntr3 


(21) 
Nun ist aber die Differenz zweier Naherungsbriiche der Ketten- 


bruchentwicklung nach § 39 (21) 


eek Pe at Gaia 
(Oe 1 Q, (O) Os +1 


Nach dem Bildungsgesetz der Funktionen Q ist der Koeffizient 


ra Z : Gn or ‘an 
der héchsten Potenz in Q, gleich a . 8 Sp iotiageal der Koeffizient der 
héchsten Potenz von % in Qy+1 gleich a . 2 AS ve . Tact . Der Ko- 
effizient der héchsten Potenz in den Produkten Q, Qn+1 ist daher gleich 
ee a Ea In41 


Die Teilnenner 9,,q2,... haben abwechselndes Vorzeichen, und 
zwar ist das Vorzeichen von gn+1 gleich dem von (—1)”. Daher ist 
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(=e 


das Vorzeichen der héchsten Potenz von x in dem Ausdruck 0 
n n+1 


stets positiv. 

Bezeichnen wir die Wurzeln von Q, wieder mit x,, die von Qn+1 
mit x’, so wird, wenn wir die symmetrischen Wurzeln zusammenfassen 
und beachten, daB in einer der beiden Funktionen die Wurzel x = 0 
vorkommt: 


(ee 1 
QnQna1 P¥ (#® — Hi) (x — 45) ... (4® — 44%) (x? — #4?) ... 
Dabei ist zur Abktirzung 
_(% ,% In \? |In+1| 
Seip 


gesetzt worden. 


Wir ziehen im Nenner x?” heraus und entwickeln die einzelnen 


1 


4 : 
und 7x nach Potenzen von x*. Es wird 


2 
(rene Te es 
x? x 


Faktoren 


Di Pe (ege: 3 ee 


(1+3+...)Q+3+...)..-=sohert afte +. 
Vergleichen wir diese Entwicklung mit (21), so ergibt sich 


1 
[6 ape ees : 
p (oe ae) lees 
a ele, x 
Wenn 1 gerade ist, so wird 


M1 In = Sh ee 


ae A ee A Pe RA eh 
Chu Ges In+1 = Issey y 
i oe eee 22. 42.62... 2 


dagegen, wenn » ungerade ist: 
MW In |= SS bead 


ee 5 a ne DAG 2 en dae 
Gi GE In+1 1-3-5...(2%+1) 
ee A Se: 42.32.52,..02 * 
Daher wird fiir jeden Wert von n 
1 2.92.32... (m — 1)2. m2 
eee vo HPA TS (n 1) n 


np 123*52... (2m — 1)2(2" + 1)" 
Fiir die ersten Werte von  ergibt sich danach 


1 4 4 64 64 
Q =-T, Q => — = —— = — = ——_ 
1 3 2 45” Qs Av7iShe 4 MOE, oe 43659 ” 
Wenn ” um eine Einheit wachst, tritt zu Q, der Faktor 
(n + 1)? ecto 1 
(2m -+1)(2m+3) 4(m+1)?-—1 1 


d. h. etwa 4, hinzu. (n +1)? 
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Der besseren Ubersicht halber stellen wir die Resultate noch ein- 
mal zusammen: 


a Sane Re 
3 My [QR ce ‘ 1 (0) 
= bees 
A 1 —0°577 350 269 = 
TD ie 45 Z 
B | 
2 + 0°577 350 269 5 
) 
1 —0:774 = 
774 596 669 ae 
4 
iy Qs, = 175 2 O = 
3 + 0:774 596 669 4 
4 — 0°861 136 312 0173 927 423 
oe 64 D — 0'339 981 044 0°326072 577 
Ons 3 + 0°339 981 044 0°326 072 577 
4 + 0-861 136 312 0°173 927 423 
1 — 0906 179 846 07118 463 443 
64 DB — 0°538 469 310 0°239 314 335 
Tisai D's Sag 43 659 3 0) 0:284 444 444 
4 + 0°538 469 310 0:239 314 335 
5 + 0:906 179 846 0:118 463 443 


Fehler:-_Fy,.= 2, daypin - 


Die Anzahl » der Ordinaten wahlt man bei diesen wie auch 
bei den friiher abgeleiteten Mittelwertformeln so, daB die durch 
die Formeln noch genau integrierte ganze rationale Funktion den 
Verlauf der zu integrierenden Funktion im wesentlichen wiederzugeben 
vermag. 

Das Gaufsche Verfahren wird man anwenden, wenn durch még- 
lichst wenig Ordinaten, eine gute Annaherung erreicht werden soll. In 
der Regel also dann, wenn die Ordinaten besonders mtihsam berechnet 
oder gemessen werden miissen. Vorausgesetzt wird dabei, daf die Or- 
dinaten wirklich hinreichend genau an den vorgeschriebenen Stellen des 
Intervalls entnommen werden kénnen. Bei numerischen Rechnungen 
sind allerdings die Funktionen meistens durch aquidistante Ordinaten 
gegeben, und dann sind die Formeln der Differenzenrechnung vorzu- 


ziehen. 
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Beispiel: Das Verfahren von Gav ist auf die Berechnung des 
Integrals 


i 5 | cos Uuau= 
anzuwenden. — 
Wir erhalten fiir verschiedene Werte von 1: 

Leet S743 F, = — 0°646, 

Ie = 0°968, 1 = 0°035, 

I, = 1000 69, F, = — 0:000 72, 

4 = 0°999 992 1, Fy = 2 0000.008'4; 

Le = 1°000 000 06, Ie = — 0°000 000 06. 


Um nach der Simpsonschen Regel etwa die gleiche Genauigkeit 
zu erreichen wie mit fiinf Ordinaten nach dem Gaufschen Verfahren, 
muB man das Intervall in 40 gleiche Teile teilen. 


§ 81. Aufgaben zum 9. Kapitel. 


1. Das Integral 
200900 


ax 
lee 
100000 


ist mit Benutzung der folgenden Werte zu berechnen: 


10 000 
x 
lg x 
80 000 885°75670 
90 000 87661127 
100 000 868°58896 
110 000 861°45736 
120000 | 855:048214 
130 000 84923600 
140 000 843°92475 
150 000 83903946 
160 000 83452050 
170 000 830°31971 
180 000 826°39764 
190000 | 822°72164 
200 000 819°26434 
210000 | 816:00261 
220000 | 812:91674 
2. Die Funktion ie 
ae 
nC Bd besos 


§ 81. Aufgaben zum 9, Kapitel. 


bo 
ies) 
Ol 


ist fiir die Werte 0°1, 0°2, 0°3, ... 0°9, 1:0 zu berechnen: 


x 


Gin x 
0-0 | 41-0000 0000 
o'1 0°9983 3528 
0:2 0-9933 6431 
0°3 0°9851 5602 


0°4 09738 2285 
0°5 0:9595 1738 
0°6 0°9424 2775 
0°7 0°9227 7226 
0:8 0°9007 9339 
09 0°8767 5142 
il XO) 0°8509 1813 
imal 0°8235 7061 


3. Die Koeffizienten des Exponentialausdrucks zu berechnen, durch 
den die in Aufgabe 8, § 71, gegebene Funktion angenahert wird. 
4. Aus dem Differentialquotienten der Funktion 


y = logx 


ist der Modul des Briggsschen Logarithmensystems angenahert zu be- 
rechnen. Zur Bildung des Differentialquotienten ist die Tabelle der 
Aufgabe 4, § 42, zu benutzen. 

5. Der Differentialquotient der durch die folgenden Werte gegebenen 


Funktion ist an den Stellen += —4, x =0 und *=+4 zu be- 
rechnen: 
44 y x y 
E10 ) 2 — 15 
— 8 26 4 — 28 
— 6 33 6 — 27 
S12 24 10 20 
(0) 6 
6. Das Integral 200.000 
ax 
Ig x 
100000 


ist unter Benutzung von fiinf Ordinaten 
a) nach der Formel von Newton-Cotes, 
b) nach der Formel von Tschebyscheff, 
c) nach dem Verfahren von Gauf 
zu berechnen. Wie gro8 ist in jedem Fall etwa der Fehler ? 


Zehntes Kapitel. 


Numerische Integration von gewohnlichen 
Differentialgleichungen. 


§ 82. Das Verfahren von Runge-Kutta. 


Jede Gleichung, die neben den unabhangigen Veranderlichen und 
der Funktion auch noch deren Ableitungen enthalt, bezeichnet man 
als Differentialgleichung. Die Ovdnung einer Differentialgleichung ist 
gleich der Ordnung der héchsten Ableitung, die in der Gleichung auf- 
tritt. Hangt die Funktion nur von einer Veranderlichen ab, so spricht 
man von gewdhnlichen Differentialgleichungen. Andernfalls kommen 
in der Gleichung partielle Ableittungen vor. Dann hat man es mit 
partiellen Differentialgleichungen zu tun. 

Die gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung enthalt 
auBer der Funktion y und der unabhangigen Veranderlichen x nur 


: ; : d : : 
noch den Differentialquotienten yas, Wir denken uns die 


Gleichung nach y’ aufgelost und schreiben sie in der Form 
(1) y¥ =f (xy). 


Geometrisch gesprochen ordnet diese Gleichung jedem Punkte der 
x y-Ebene, in dem die rechte Seite definiert ist, eine oder mehrere 
Richtungen zu. Als Lésungen sind alle die Kurven zu _ bezeichnen, 
die in jedem ihrer Punkte die durch die Differentialgleichung vor- 
geschriebene Richtung besitzen. 

Um aus der Schar der Lésungen eine bestimmte herauszugreifen, 
schreiben wir vor, daB die Kurve durch einen Anfangspunkt mit den 
Koordinaten %9, Yo hindurchgehen soll. Wir gelangen zu einer Reihe 
weiterer Punkte der Lésungskurve, wenn wir jedesmal x um / wachsen 
lassen und die zugehérigen Anderungen k von y berechnen. Die nume- 
rische Integration der Differentialgleichung fiihrt daher auf die Auf- 
gabe, von einem beliebigen Punkte (x, y) ausgehend die Zunahme k 
von y zu berechnen, wenn x um den Betrag h wachst. 
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a 


Allgemein kénnen wir von der Taylorschen Reihe ausgehen und 
die Zunahme von y durch die Entwicklung 
Wdy  Wdey | nAsrdry 


2, = 
( ) ia) a Q1dx2 3!ax3 4!d x4 


finden. Die einzelnen ition arenes lassen sich nacheinander aus 
dy 

ae) Oy) 

ableiten. Es wird 


ay of , Of ay 

i= a sate, 

By oO if 

r= talag +13 7) + fay os +f) 


ey Of Of Of Of 
~ Ox? bate + pos ror oy | lay Oy ~ 

Setzt man die Reihe (2) hinreichend weit fort, so kann k mit 
beliebiger Genauigkeit berechnet werden. In den meisten Fallen wiirde 
die Rechnung allerdings auBerordentlich umstandlich werden. Die 
Differentialquotienten werden mit wachsender Ordnungszahl bald so 
.teich an Gliedern, daB dieses Verfahren praktisch nicht in Frage 
kommen kann. 

Man kann indessen, auf einem anderen Wege vorgehend, sich die 
vielen Differentiationen ersparen. Wie bei dem Integrationsverfahren 
von Gauf bilden wir k als Mittelwert aus vier mit geeigneten Gewichten 
Fey its, k., Ky, zu versehenden Werten k,, ke, Rs, 2. Diese Werte 
sollen folgendermaBen bestimmt sein: 


k= flx,y)h, 
G3) ka f{@a- «6h, y+ pk )h 
kg =f(x+a,h, Vy + By Ry + 71 Re) h 


Rg= f(x + Oh, y+ Bok + 72k, + Oghs)h 

Die hierbei auftretenden neun GréBen o, f, . . . dg sollen zusammen 
mit den Gewichten R,...R, so bestimmt werden, da8B der Ausdruck 
(4) k= R,k, + Rk, + Rak, + Ryky 
bis zu den Gliedern vierter Ordnung in / einschlieBlich mit der Ent- 
wicklung (2) tbereinstimmt. 

Wir driicken zundchst die in der Entwicklung (2) auftretenden 
_ Differentialquotienten durch die Funktion f(x y) und ihre partiellen 
Ableitungen aus. Zur Abkiirzung fiihren wir den Operator 


é 0 
D= ay thoy 
ein. Wenden wir diesen sae auf eine Funktion w (xy) an, so ist 


Ou 


Diy) = setts 
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Aus D gewinnen wir durch formale Anwendung des binomischen 
Lehrsatzes die weiteren Lnoreiin 


p =(4 iz)= ee t 2p As q Ps —_ 


0 (ig (og oO og 
cy ese i 2 3 
D =(S+14) = 5 131 Gas, Por Ox Oy? a) Oy?’ 


n 
ra) ale n on 
nm — | —|/ =  ______ | 
D =(E+I5 Dae Ox -* 0 y* 


Wendet man den Operator auf die Summe oder das Produkt zweier 
Funktionen an, so gelten dieselben Regeln wie bei der gewéhnlichen 
Differentiation. Es ist 

D(u+tv)=Du+D2, 
D (uv) =uDv+uDu. 


Wendet man schlieBlich den Operator D auf den Ausdruck D"u 
an, so wird 


D(D"u) = D*t1n + nDfD"- (S). 


Die einzelnen Differentialquotienten der Entwicklung (2) erhalten 
wir nun aus dem ersten durch wiederholte Anwendung des Operators D. 
Es ist daher 
ay 
dy 
qa PT, 
ay 
2 = Df +},Df, 
d 2 
TA = Df + yD +A DI+3DIDty- 
ao Boats 
Dabei ist 7, fur ay gesetzt worden. 
Um die beiden Ausdriicke (2) und (4) bis zur vierten Potenz von h 
zur Ubereinstimmung zu bringen, entwickeln wir nun auch ky, ks, ky 
nach Potenzen von h. 


Die Taylorsche Entwicklung fiir zwei Veranderliche kénnen wir 
allgemein symbolisch schreiben 


fx+bhyt+@ =fey) 4 (pase ia)it+; -(p atae) 
t+albotas)it... 


Fir die Entwicklung von ky fiihren wir daher den neuen Operator 


a) ) 
Dae a ae 
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ein, denn unter Benutzung des Wertes fiir k, ist 
0 ee 0 0 
ahs + Bh —hla+f65) TD, 
Damit erhalten wir die Entwicklung 
eG ae as 
ig = h(t + hDyf + Sip = pip +...) 
Weiter fiihren wir den Operator 
0 0 
POT et Ii) es 


ein. Setzt man wieder fh fiir k, und die soeben gefundene Entwick- 
lung fiir k, ein, so wird der Operator zur Bildung von k; gleich 


hDs 4 Wy; (Dif+5DiI+...)e. 
Damit ergibt sich 
hg =h(f+hDif + D+ S DY +. 
+f, Dit ont Dit... 
+ 7, Dy f Defy +...). 


SchlieBlich fiihren wir noch den Operator 
0 0 
Dz = O23, +f (Ba + Ye + O8) Gy 


ein. Dann erhalten wir unter Benutzung der Entwicklungen fiir k, 
und k, zur Entwicklung von k, den Operator 


hD, +} | (Dif +2 Dif +...) 
+ 6,(Def +37 (D3 + 2nhDiN + -.-)] a 
Damit wird 
hy = hi (f+ bDaf + DIE + DE + + +I (re Dif + Dal hy 
+ ye Dif + 3, Dif + 271 ooh DiN ty + --- 
Be ee Dif oD f) Ds iy he.) 


Um nun die GréBen aw, a, ... dg und die Gewichte R,, R,, R5, Ra 
zu berechnen, bilden wir den Ausdruck 


Pore ee RU Ry hy ERY, 
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und vergleichen ihn mit der Entwicklung 
h=hf+SDi+5(O#+h,Di 
+2 (Df+hDY+RD{I+3DIDI) +... 


die aus (2) durch Einsetzen der Differentialquotienten (5) gewonnen 
wird. 

Sollen beide Ausdriicke bis zu den Gliedern vierter Ordnung fiir 
beliebige Werte von h und beliebige Funktionen / (x y) tibereinstimmen, 
so mtissen nicht nur die Koeffizienten gleicher Potenzen von / einander 
gleich sein, sondern innerhalb dieser Koeffizienten auch die Teile, die 
in den partiellen Ableitungen gleich gebildet sind. Die beiden ersten 
Potenzen liefern je eine Gleichung. Die dritte Potenz lefert jedoch 
zwei Gleichungen, denn es miissen die Glieder mit D? und mit /,D 
einzeln tibereinstimmen. Die Koeffizienten der vierten Potenz schlieB- 
lich liefern vier Gleichungen. Dadurch erhalten wir die folgenden acht 
Gleichungen 


Ride Re seach, oe Re, Sh 

R,D,f + R3Dof SLM, =5Df, 
R,Dif+R,D3f = + Ry D3 =FD Ys, 
R,Dif+R, Dif“. +R, Dif = 3, D*, 
Ray Dif + RalveDif+0,D,)) = Df, 
ReyiDif = + Rays Dif +6,DY) = = FD», 

Ryy,D,fDafy + Ra (ys Dif + 5,D3f) Dyty => Df Dfy, 
Ry 0p Dy f. = 7D}. 


Die acht Gleichungen miissen nun in samtlichen einzelnen Ab- 
leitungen der Operatoren D, D,, D,, D3 tibereinstimmen. Das ist nur 
moglich, wenn 


(6) %=B+y 


ist. Dann wird 


D,=a D, 
Dr, De 
Dia, DD), 


und man erkennt, da sich die Operatoren aus den Gleichungen heraus- 
heben. Damit werden die Gleichungen unabhangig von der speziellen 
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re 


Form der Funktion f(xy). Nach Streichung der Operatoren D er- 
halten wir die Gleichungen: 


(RitR, +R; “E.R; = 14, 
Rat + Ryo,  ER,o, =>3, 

R,o0?+R,02 +R,o2 ==, 

R, 03 + R30? + R,o3 =, 

iY, Ryan, +R (or +414) =+, 
Ryo?y, + Ry (ay, +036) =<, 

Rg & 017, + Ry &y (4 Yo + % do) =z: 

| Ky, Xy; 05 =5. 


Aus der zweiten, dritten und vierten Gleichung eliminieren wir R, 
und R,, indem wir die zweite Gleichung mit a«,, die dritte mit 
—(%-+ %,) multiplizieren. Die Summe der drei Gleichungen ergibt dann 
oh 8+ % , 1 

v3 re we 


(8) Rg % (& — Oy) (% — Oy) = 


Aus der fiinften und siebenten Gleichung eliminieren wir R, und 
erhalten 
o 1 
(9) R301 (%,— a) =E—-s- 
SchlieBlich eliminieren wir noch R, aus der fiinften und sechsten 


Gleichung : 


1 (3 


BIC Oona) 


Daraus ergibt sich zusammen mit der achten Gleichung: 


__ & (% — a) 
Ca es AG Boy) 


Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so folgt 


(10) ee ee 
Die Gleichungen (8) und (10) ergeben jetzt 
a ote (Salen 
oder 0 Oy =e 
G(e, — 1) == 0. 
Da nach der achten Gleichung « nicht verschwinden kann, so ist 
(11) %=1. 


oz 
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Die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) kénnen nach 
R,, R, und R, aufgelést werden, vorausgesetzt, daB die Determinante 


Oe he 4 
(12) Oo? x? 02 | = 0% 01%, (& — &,) (1 — Me) (4, — &) 


Chat A ol 
OM 1 Xe 


nicht verschwindet. Zusammen mit der ersten Gleichung ergeben sie 
mit dem Werte 05.1: 


at 4 1—2(«%+ %) ere 1—2¢6 
' LS Gaippey: O Oy 4 UD IDR ee: (i= 24) 7 
(13) nae 2.0, —1 Ric 1 2(4+ 0,) —3 
a AD Ok, — O11 ae i= t5 2ond 


Die beiden GréBen « und &, bleiben unbestimmt, denn die noch 
fehlenden Unbekannten y,, Y,, 6, kénnen aus den drei folgenden 
Gleichungen durch « und 4, ausgedriickt werden, vorausgesetzt, daB 
auch ihre Determinante 


REO. bi, Ags 
(14) Ro? Ror Ryot = Ry, Ryo? & (o% — &) (& — Op) 
Ry& 0, Ry Ob, Ryd, Xo 


nicht verschwindet. Wir finden 


— M1 (% — &) 
"1 20(1—2a)’ 
1—« a + & —1—(20, —1)? 
4 = ; 1 1 
ee i 20 (%—%) 64%,—4(4+%)+3 ’ 
1—20 (1 — a) (14 — a,) 


= 


6, (04, =) hor, — 4 (oe w,) £3." 


Aus den Gleichungen (6) ergeben sich schlieBlich 6, 6, und fy. 

Wir erhalten demnach eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Lésungen, aus der wir einzelne Lésungen nach bestimmten Ge- 
sichtspunkten herausgreifen kénnen. 

Um eine symmetrische Lésung zu erhalten, kénnen wir beispiels- 
weise vorschreiben, daB 


RK, =, und. &,= Rk, 
ist. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn 


& ++ o% =4 
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ist. Dann nehmen die Gleichungen (13) und (15) die einfache Form an: 


1 
ie ie Ra 0 Rk, == 


1 
12h, 12h, =, O=1, 
(16) : 
On 
Paes 
_ % %— 4% apes nah ecg oS 
( V2 2% 600,—1’ Dacre ‘ 


Sollen die Abszissen gleichmaBig tiber das Intervall von x bis 
x +h verteilt sein, dann miissen wir 


A es. il = 2 
PISS be CLT Se 
setzen. Wir erhalten die Lésung: 


Rk, =}, 

R, =, “a =4, i +, 

Ry=¢%, =F, P= 4 Viel; 

R,=}, SO =—1, Poe nel Via ae Ad, dy =1. 


Zu einer besonders bequemen Lésung gelangt man, wenn man 
ee 


annimmt. Dann verschwinden die GréBen f, f, und y2, und es wird 


Ri=¢, 
Ix = 2 Crea =e 
(17) ae: er anand Dn ines at 
Nas clon Crbaeemed eas duane 
aga oer tap a = Oe heer 0,  Ose=it 


Betrachtet man die Falle, in denen die Dete1minanten (12) (14) und 
verschwinden, so ergeben sich endliche Lésungen nur in den drei Fallen 


1.% =4,, 
2.4 =%=—1, 
3. 6 =0. 


Jedesmal bleibt eins der Gewichte unbestimmt, und zwar kann im 
ersten Fall R,, im zweiten R, und im dritten R, willkiirlich gewahlt 
werden. In jedem Falle sind jedoch die Werte Rz; =O und R,=0 
auszuschlieBen. Setzt man im ersten Falle R, = R,, so gelangt man 
wieder zu der Lésung (17). 

In den beiden anderen Fallen kann eins der Gewichte zum Ver- 
schwinden gebracht werden. Setzt man im zweiten Falle Rk, = 0, so 
ergibt sich: 


R, =}, 

Ka —=10) Cn p =41, 

Rz= 4, oO, = 4, A=, N1=F> 

R,=+¢> OG, = 1, fg = — $F; ¥g=— 4, Og = 2 
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Der dritte Fall liefert fiir R,=0 die Lésung: 


ii 

R,=4, & = 3, B=, 

R3= 4, a =0, b=, 1=2, 

Ry =, O=1, bo =— 4, y2= 4, 0, = 1 


Die GréBe k, muB natiirlich auf jeden Fall berechnet werden, 
wenn auch das entsprechende Gewicht verschwindet. Héchstens konnte 
die Genauigkeit ein wenig geringer sein. Dieser Vorteil bedeutet jedoch 
so wenig gegentiber der bequemen Gestalt der Lésung (17), daB wir 
dieser Lésung fernerhin den Vorzug geben werden. 

Die vier GréBen ky, ky, ks, ky sind nach (17) folgendermaBen be- 


stimmt : 
ky ss f (xy) h , 

by =f(xt4,y4 

(18) : 
eras es 
ky=f(x+h, y+ ks) 

Aus ihnen erhalten wir den Zuwachs 

kR=¢hy +h, + $4 & Ry 
bis auf Glieder fiinfter Ordnung in h. 
Den Fehler des Verfahrens kénnte man durch Berechnung der 


Glieder fiinfter Ordnung abschatzen. Bedeutend bequemer ist es 
jedoch, das Verfahren ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite 


anzuwenden. Der Fehler der ersten Berechnung betragt dann etwa z 
des Unterschiedes beider Resultate. 

Tragt man die Lésungen (17) in die Reihenentwicklungen fiir k, 
und ks ein, dann wird 


fy = PAf te Di epee Df AE DY fete cally 
hy = h lf +5 Di + (D+ 2H DA + pe (D f+ 3 fy Df 
+ 6D{Df) + --:| 
und es folet 
hy —h= 5 |Di+¢Dy+EDy+...], 


hs 1 fl 
a= |), Di 2, Dye Dy Dole 


Durch Division erhalt man bis auf Glieder dritter Ordnung 
kg —k h h h h k 
ona a Met gD )= shied a. yt). 
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Da k, — k, von zweiter Ordnung in h ist, so ergibt sich bis auf Glieder 
fuintter Ordnung die Beziehung 


(19) iy = hy tol — kA (e+ 2, y+ 2): 


Dy 


Von dieser Formel zur Berechnung von kg wird man zweckmabig 


Gebrauch machen, wenn f, leicht gebildet werden kann. Da . (fo Ry) 


von dritter Ordnung ist, braucht man fy (x es Va | nur bis 
auf Glieder erster Ordnung genau zu berechnen. 

Ist die rechte Seite der Differentialgleichung frei von y, so fiihren 
die Formeln (18) auf die Simpsonsche Regel. Denn aus der Gleichung 


y = f(x) 
erhalt man das Integral: 
h 
k= ff (eax=—| fe +47 (24 A) 4 pe h)|. 
0 


Bei der praktischen Ausftthrung wollen wir die Rechnung in 
folgender Form anordnen: 


oe 


E y | i (ey) k=h-f (R) 

a : y Yi f (¥, ¥) Ry » (Ry + Ry) 
; 2 1 h 4 | 
} h ky | h is) | 
Pane a i aia | ii x = y A Re Summe 
ath y+ks || f(# +h, v + ks) Ry k = 4 Summe 
eh ytk 


Zwischen die zweite und dritte Spalte werden nach Bedarf weitere 
Spalten fiir die Berechnung von f(«¥) eingeschaltet. Um die Ab- 
rundungsfehler méglichst niedrig zu halten, wird man gerne ein bis 
zwei Dezimalen mehr mitnehmen, als fiir das Resultat erforderlich ist. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 


a RDS: 
ae mnie 
ist fiir die Anfangswerte %)=0, Yo =1 Zu integrieren. 

Als Intervallbreite wahlen wir 4 =0'2. Nach dem oben auf- 
gestellten Schema ergibt sich folgende Rechnung: 
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h=02 
a y i (79) heh: f | (2) 
) 1 o'4 0°02 0-000 000 
oe 1°01 0°001 010 0°000 202 0°000 204 
01 1:000101_— | 0°000 010 0:000 002 0°000 204 
02 1:000002 | — 0100000 — 0'020 000 0°000 068 
02 1°000 068 — 0°100 000 — 0°020 000 — 0'039 194 
03 07990 068 — 0198 997 — 0°039 799 — 0°079 395 
0°3 0°980 168 == 0197 977 — 0°039 595 — 0118 589 
0-4 0°960 472 — 0'291 938 — 0'058 388 — 0°039 530 
0:4 0-960 538 — 0'291 952 — 0°058 390 — 0°074 476 
0°5 0°931 343 — 0°378 932 —0°075 786 | —0'151 025 
0°5 0°922 645 — 0°376 195 =0°075.239 “|; 0225501 
0°6 0°885 299 — 0°452 804 — 0°090 561 — 0°075 167 
0°6 0°885 371. || —0-452834 —0'090 567. | —0°101 764 
07 0°840 088 — 0°517 487 — 0°103 497 — 0°206 306 
07 0°833 622 — 0.514 043 — 07102 809 — 0°308 070 
0°8 0°782 562 — 0.564 809 —0°112 962 — 0°102 690 
0°8 0°782 681 — 0'564 886 — 0112977 — 0'118 398 
09 0°726 192 — 0°600 837 — 0°120 167 — 0°239 792 
09 0°722597 || . —=-0°598.133 —0°119 625 — 0°358 190 
1°0 0°663056 | —0'619092 — 0°123 818 — 0°119 397 
1°0 0°663 284 | —0'619289 — 0°123 858 — 0°123 634 
44 0°601 355 | —0°625 328 — 0°125 066 — 0'250 013 
14 0°600 751 || —0'624 736 — 0°124 947 — 0°373 644 
472 0°538 337. || ;—0°6147 024 — 0°123 405 — 0124 548 
1:2 0°538 736 |! —— : ; en aac 


Um den Fehler abschatzen zu kénnen und um gleichzeitig eine 
Kontrolle zu besitzen, fiihren wir die Rechnung noch einmal mit dop- 


pelter Intervallbreite durch: 


h = 0-4 

% y f(y) k 

) 1 01 0°04 — 0°038 369 
02 H302 — 0°099 960 — 0°039 984 — 0'079 968 
02 0°980 008 — 0°099 960 — 0:039 984 794118 337 
0-4 0°960 016 — 0°291 843 — 0°116 737 — 0'039 446 
0°4 0960554 | —0:291955 — 0116782 | —0471 316 
06 0:902 163. || —0'459908 — 0°183 963 — 0°362 244 
0°6 0°868 572 || —0445 7014 — 0°178 281 == 0533 S60 
08 0°782 273 } — 0°564 623 — 0°225 849 Oi 770555 
0°8 0°782 701 | — 0°564 899 — 0°225 960 — 0236074 
1°0 0°669 721 — 0°624 868 — 0'249 947 — 0°495 734 
1:0 0°657 727 — 0614 467 — 0°245 787 — 0°731 808 
1:2 0°536 914 — 0°615 469 — 0:246 188 — 0°243 936 
1:2 0°538 765 Li a tateY (ee 
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An der Stelle % = 1:2 betragt der Unterschied beider Lésungen 
29 Einheiten der letzten Stelle. Der Fehler der ersten Lésung ist daher 
an dieser Stelle etwa gleich 2 Einheiten der sechsten Dezimale. 

Die Differentialgleichung 


y=ayony 
10 


laBt sich auch in geschlossener Form lésen. Fiir die gegebenen An- 
fangswerte ist 


Daraus kénnen durch Reihenentwicklungen leicht genauere Werte 
berechnet werden. Als Resultat erhalten wir: 


# y pati genauerer Wert 
O72 1:000 068 | 

0-4 0°960 538 4 0°960 5374 
06 0°885 371 

08 0°782 681 1 0°782 6798 
1°0 0°663 284 

1°2 0°538 736 2 0°538 7334 


Sollte im Laufe der Rechnung ein kleiner Fehler unterlaufen sein, 
so ist es durchaus nicht nétig, die ganze Rechnung von der fehler- 
haften Stelle an zu wiederholen. Man kann vielmehr durch eine ein- 
fache Rechnung, vorausgesetzt, da es sich wirklich nur um einen 
kleinen Fehler handelt, den EinfluB des Fehlers auf die spateren Werte 
ermitteln. 

Hat man etwa an einer Stelle statt des richtigen Funktionswertes y 
falschlich den Wert y =y-+ 6. gebildet, so ist daraus irrtiimlich 
hy =f (x,y + 6)h berechnet worden. Fiir hinreichend kleine Fehler 
kann man diesen Ausdruck entwickeln und nach dem ersten Gliede 


abbrechen : uk 
ky = h (fay) ot 6 fy) =e ky aa hofy, : 
Weiter ist dann 


aier bays §)s 
=f(x+ 4, yt SB) nt hop, = hy + hoy, 


=h,+hofy, 


he 
hy = hy + hopy. 
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Daraus ergibt sich x 
k=k-+hof,, 


und damit wird 


Vtk=y+ht (1 + hhy). 
An Stelle des Wertes y + k ist also der richtige Wert 
(20) ytkh=ytk— di thy) 


zu setzen. Man bildet fiir alle auf die fehlerhafte Stelle folgenden 
Werte den Ausdruck 1+ Af,; durch Multiplikation mit 6 erhalt 
man schrittweise aus einer Korrektur die folgende. 

Man kann diese Rechnung auch dazu benutzen, um abzuschatzen, 
wie stark ein Abrundungsfehler, der eine halbe Einheit der letzten 
Stelle ausmacht, die folgenden Werte beeinfluBt. 

Beispiel: Fiir die oben aufgeléste Differentialgleichung ist 


An der Stelle x 02 kann der Abrundungsfehler eine halbe 
Einheit der letzten Stelle betragen. Dieser Fehler pflanzt sich durch 
die Rechnung fort, und bei jedem Schritt kann auBerdem ein weiterer 
Abrundungsfehler hinzutreten. Den héchstens méglichen Abrundungs- 
fehler erhalten wir durch folgende Rechnung: 


x y 1+ hf, | Abrundungsfehler 


02 1°00 1°00 o°5 
0-4 0°96 096 | 1:0 
0.6 0°89 0°92 HE) 
08 0°78 0°87 1°8 
1:0 0°66 0°83 oa 
WA} 22 


Der Abrundungsfehler betragt danach fiir * = 1:2 ungiinstigen- 
falls etwa zwei Einheiten der sechsten Dezimale. 

Man koénnte versuchen, die Genauigkeit weiter als bis zu den 
Gliedern vierter Ordnung zu treiben. Es zeigt sich jedoch, daB sich 
die Formeln nicht so. wahlen lassen, daB sdamé#liche Glieder fitinfter 
Ordnung richtig dargestellt werden. Wohl aber kénnen einzelne dieser 
Glieder zwischen den Ausdriicken (2) und (4) zur Ubereinstimmung 
gebracht werden. Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung y 
nur schwach enthalt, dann kann man in den Gliedern fiinfter Ord- 
nung alle die Ausdriicke vernachlassigen, die f, enthalten. Unter 
dieser Voraussetzung laBt sich eine Lésung so wahlen,.daB neben den 
Gliedern fiinfter Ordnung sogar noch die Glieder sechster Ordnung 
richtig wiedergegeben werden. Denn es ist unter Vernachlassigung 
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der 7, enthaltenden Glieder 


Ch Boe 
ie = 
d® 
oe ee 
und 
tA a hes 
b= hlft.. Dit.) + qt.) +..], 
hee PO ev 
b= hlft...g (D+...) + GDU+..)4...]; 
h4 H he 5 
hes hit. (DH. DFG OU +. +..], 
Zu den friiheren Gleichungen treten daher noch die beiden Glei- 
chungen 


4! 
R, Dif + Ry Dif + Ry Dif = Df, 
ce libgen 
R, Dif + R, Dif + Ry Dif = 2_ Dj 


hinzu. Unter Beriicksichtigung von (6) haben wir daher dem System (7) 
noch die Gleichungen 
R, a4 + Ry ai + R, &: =, 


4 
(21) : 
R, 05 + R, a} + Ry a3 


hinzuzuftigen. 
Der Wert von a, ist natiirlich immer gleich 1. Betrachten wir « 
und «, als Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
2+ p2+g=0, 
so ergeben die zweite, dritte und vierte der Gleichungen (7) zusammen 
mit den neuen Gleichungen (21) fiir £ und q die Beziehungen 


at 
6 


oUeris Pee ee Madan Q): 
fqt+tett=R(ttot9), 
Pst eho +g) 
Daraus folgt zunachst 
1 1 
(LAE Ha Ws Ramee, Ree 
und die quadratische Gleichung 


2—zg+i=0 
ergibt die Lésungen 


a = (5 — 5) = 02763 9320, 


& = 75 (5 +15) = 0:7236 0680. 


Da « +o, =1 ist, haben wir es mit einer symmetrischen Lésung 


zu tun. Daher ist 
1 
ie ee ko =k, — 
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Die iibrigen GréBen erhalten wir aus den Formeln (16) und (6): 
Bia ages fs 02761 03209 
Bp=—s( 54+3)5)=— 058541020, 
py= =(—14+5)5)= 254508497, 


n= ~( 3+ y5)= 130901699, 


ye=—z( 5437/5) =—2'92705098, 


j= = ( 5— y5)= 1738196601. 

Die Ableitung dieser und aller vorhergehenden Lésungen stutzt 
sich auf die Voraussetzung, daB die Taylorsche Reihe gut konvergiert. 
Nun kann aber f(x y) schon zu Beginn oder im Laufe der weiteren 
Integration unendlich werden. Die Lésungskurve verlauft dann parallel 
der y-Achse und die Taylorsche Entwicklung ist nicht mehr anwend- 
bar. Diese Schwierigkeit 1a8t sich leicht beheben. Sobald die Werte 
von f(xy) groB werden, vertauscht man die Rollen der beiden Ver- 
anderlichen und lést nach dem gleichen Verfahren die umgekehrte 
Differentialgleichung 

d x 1 
ig 4G ee 

In der Umgebung eines singulaéren Punktes lat sich allerdings 

auch auf diesem Wege nichts erreichen. 


§ 83. Integration durch Iteration. 
Bei vielen numerischen Methoden spielt die Auffindung und Ver- 


besserung einer Naherungslésung eine wichtige Rolle. Auch zur Inte- 
gration der Differentialgleichung 


v= f(xy) 
laBt sich dieses Verfahren heranziehen. 


Fiir den Anfangspunkt x9, yo lautet die Differentialgleichung als 
Integralgleichung geschrieben 


(22) Y=Vot/ f(xy) dx. 


Die Aufgabe besteht nun darin, eine Funktion y(x) zu ermitteln, die 
auf der linken Seite der Gleichung wieder auftritt, wenn man sie in 
die rechte Seite einsetzt. 

Geht man anstatt von der genauen Lésung von einer Naherungs- 
lésung ¥, (x) aus, so erscheint auf der linken Seite der Gleichung natiir- 
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lich nicht wieder y,(x), sondern eine andere Naherungslésung y, (x). 
Benutzt man y,(x), so gelangt man zu einer weiteren Naherungs- 
losung ys(x) usw. Allgemein erhalt man aus einer Naherungslésung 
Vn (x) durch Iteration eine Naherungslésung y, , , (x): 


(23) Yn+1 = Yo + [i (yn) ax. 


Es fragt sich, ob die Reihe der aufeinanderfolgenden Naherungs- 
losungen y,(x), Vo(x), ... gegen die genaue Lésung y(x) konvergiert. 
Um den Fehler der Naherungslésung zu untersuchen, bilden wir die 
Differenz der Gleichungen (22) und (23) 


V—VYasr=/ Uf (ey) — feyn)lax 


oder 
x 


yee = (2 =m (y — y_) dx. 


Wir nehmen nun an, daB der Ausdruck 


T(¥y) —F(# Vn) 
= ae 
fiir alle in Betracht kommenden Werte x, y, y, eine gewisse Grenze M 
absolut genommen nicht tberschreitet. Bezeichnen wir die gr6oBten 
absoluten Betrage, die die Differenzen y —y, und y—y,,, in dem 
Intervall x, bis x haben kénnen, mit «, und «,_,, so folgt aus (24) 
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung: 


Eng = M |x —x|&- 


Wahlt man die Strecke * — %), tiber die integriert werden soll, 
klein genug, so wird M|x—x,| nicht gréBer sein als ein echter 
Bruch x. Dann betragt der Maximalfehler von y,,, hdochstens einen 
Bruchteil x des Maximalfehlers von y,. Ebenso ist der Maximalfehler 
von y, hdchstens gleich demselben Bruchteil x des Fehlers von y,_, 
und so fort. Es ist also 


n 
Enpy SX" & . 


Da ¢, eine feste Konstante ist, wird die Naherungslésung Yn+14 
beliebig genau, wenn man nur » hinreichend groB wahit, d.h. die 
einzelnen Naherungslésungen konvergieren gegen die wahre Lésung y (x). 

Obgleich durch die Bedingung 


M |x —x,|<x 
die Konvergenz des Verfahrens auf ein hinreichend kleines Intervall 


x — xg beschrankt ist, kann man doch weiter fortschreiten. Denn 
man kann jeden mit ausreichender Genauigkeit ermittelten Punkt als 
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neuen Anfangspunkt wahlen und jedesmal iiber ein hinreichend kleines 
Intervall weiter integrieren. 

In der Regel lohnt es sich nicht, den Wert von M zu berechnen, 
um ein MaB fiir das zulassige Integrationsintervall zu besitzen. . Der 
Verlauf der einzelnen Naherungslésungen zeigt deutlich genug, wie 
weit die Integration ausgedehnt werden kann. Vorteilhaft ist es, 
wenn M méglichst klein ist. Hier bringt zuweilen eine Drehung des 
Koordinatensystems Gewinn. Sobald zwei aufeinanderfolgende Nahe- 
rungen innerhalb der gewahlten Genauigkeitsgrenze keine Abweichung 
zeigen, stellen sie die gesuchte Lésung mit der gewtinschten Genauig- 
keit dar. 

Fir die wiederholten Integrationen benutzen wir das Differenzen- 
schema, und zwar werden wir uns in der Regel auf die Mitnahme der 
zweiten Differenzen beschranken. Der Fehler, der durch die Vernach- 
lassigung der vierten und hdheren Differenzen entsteht, 1aBt sich ja 
beliebig klein machen, wenn man die einzelnen Teilintervalle nur klein 
genug wahlt. 

Die erste Naherung, auf die sich das ganze Verfahren aufbaut, 
kann man nun entweder nach den Verfahren des § 82 oder auf graphi- 
schem Wege ermitteln. Haufig geniigt auch schon eine ganz rohe 
Schatzung auf Grund der Anfangswerte, denn es zeigt sich, daB man 
den Begriff ,,Naherung®“ im allgemeinen nicht engherzig zu fassen 
braucht. 

Sollte im Laufe der Rechnung ein Fehler unterlaufen, so stellt 
auch ein fehlerhafter Wert von y,, wenn er nicht ganz aus dem Rahmen 
der tibrigen Werte herausfallt, noch eine brauchbare Naherung dar 
und wird durch das Iterationsverfahren automatisch wieder verbessert. 

Beispiel: Die Differentialgleichung 

, 1 9 
amie ee oe 
ist mit den Anfangswerten %)=0, yo =41 zu integrieren. 

Wir wahlen = 01, berechnen also die Funktionswerte an den 
Stellen 0°14, 0°2, 0°93, ... Das Integrationsintervall dehnen wir bis 
za dem Werte x, =1°2 aus; es zeigt sich im Laufe der Rechnung, 
daB das Iterationsverfahren bis zu dieser Stelle noch gut konvergiert. 

Ohne jede Kenntnis tiber den Verlauf der Lésung wahlen wir als 
erste rohe Naherung den Anfangswert: 


y= 4 


und berechnen die zugehérigen Werte 


1 2 , 
Oy) aaa 
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Zur Integration wahlen wir, von dem Werte Vo =1 ausgehend, zu- 


nadchst die Formel 24, 


Lfde= 2h + ¢44p) 


und berechnen die Werte von y, an den Stellen 0°2, 0°4, ... 1:2. 
Dann ermitteln wir von y,(0°2) aus den Wert y, (0:1) durch das Integral 
zth o = 
fie 2, (eee tye) i At ieeh) + AAf (x) 


x 
und wenden schlieBlich wieder die erste Formel an, um von y, (0°1) 
ausgehend y, an den Stellen 0°3, 0°5, ... 1°4 zu berechnen. Genau 
so verfahren wir zur Bildung von ys, 4, ... 

Die Rechnung ist aus der folgenden Tabeélle ersichtlich. Zur be- 
quemeren Addition sind die Werte }44f jedesmal unter die ent- 
sprechenden Werte von f gesetzt worden. 


% Yr | f(¥¥s) Ya f (V2) Differenzen Vs 
cc a a a Ss lets nel hs ec 
0°0 1 on 1-000 0°1000 1-000 
505 

o1 1 0-0 1005 0°0005 HO 1-005 
ee — 1005 

0-2 1 —o'4 1:000 — 071000 + 20 1000 
Bite: — 935 

Oar nett —=02 0°985 —0°1985 + 52 | 0-985 
| sire © = 33 

04 1 —03 | 0960 | —0-2918 + 82 || 0-961 
| | a= {4 — 851 

0°5 1 —04 | 0-925 — 0°3769 +114 | 0927 
| SAL own ners Rl 

Ose reac 0859 -"'0'880 — 0°4506 + 149 0°886 
| a 25 ae oo 

O74 —06 | 0825 — 0°5094 + 180 |} 0°837 
i ime 0) — 408 

OSE 107. | 70760 — 0°5502 +214 | 0°784 
+ 36 — 194 

09 1 —o8 | 0685 — 0°5696 -+ 250 0°728 
| + 42 su BE 

1:0 1 —o9 | 0'600 — 0°5640 | + 284 0-671 

| | + 47 + 340 | 

Vi 4 —1:0 || 0°505 —0°5300 | + 320 || 0°616 
| + 53 + 660 

12 1 —14 | 0°400 — 0°4640 0°566 


Man erkennt deutlich, wie die Konvergenz des Verfahrens nach 
und nach schlechter wird. Die ersten Werte andern sich kaum noch, 
wahrend die letzten Werte noch stark voneinander abweichen. Wir 
wenden das Verfahren noch zweimal an und erhalten das folgende 
Bild. Das Differenzenschema ist fortgelassen. 
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4% f (#3) Va f (*¥4) V5 

oo | 0°1000 1000 01000 1:000 
0-1 0°0005 1°005 0:0005 1°005 
Oe —0°1000 1:000 —0'1000 1°000 
0°3 —0°1985 0°985 — 01985 PeO9 O5 
0°4 —0'2920 0°961 ==0-2919 0°961 
05 || —03776 | 0927 = O35 0°927 
06 — 04531 0°885 — 0°4528 0°885 
07 —0°5158 0°837 —0°5158 | 0°837 
08 (OO 0°783 —0°5651 0°783 
09 —06022 | 0-724 —0'5992 || 0°724 
1:0 |} == 66266 0°663 —0°6190 || 0°663 
11 || 06307. || ~ 0-599 —0°6230 | 0-601 
12 | —0'6472 0°535 == 0:6134  aOo5 39 


Die Werte, die sich von einer Naherung zur nachsten nicht mehr 
andern, braucht man natiirlich nicht neu zu berechnen. Wiirde man 
das Iterationsverfahren noch einmal auf die Naherung y,; anwenden, 
so wurde sich innerhalb der gewahlten dreiziffrigen Genauigkeit keinerlei 
Anderung mehr ergeben. 

Wiinscht man die Genauigkeit weiterzutreiben, so mu8 man 
sich zunachst Rechenschaft davon ablegen, wieweit die bei der Inte- 
gration vernachlassigten héheren Differenzen das Resultat verfalschen 
kénnen. Der Fehler der benutzten Integrationsformeln 1a8t sich durch 
die GréBe der vierten Differenzen abschatzen. Fiir das ganze Inter- 
vall x) bis x betragt der Fehler etwa 
on 

180 


(24) F=— A A? 


Dabei ist fiir 4? 4? ein Mittelwert aus dem Integrationsintervall zu 
wahlen. 

Um die vierten Differenzen zu ermitteln, stellen wir das folgende 
Differenzenschema auf: 


Ditferenzen 
z f (xy) 
105 DN i | 4, 
0°0 0°1000 
| — 995 
Ont 0°0005 — 10 
— 1005 30 
072 || —0°1000 + 20 10) 
| — 985 30 
OM —0°1985 50 — 1 
== WES) 29 
0°4 — 0°2920 79 a1 a 
— 856 26 
0°5 — 0°3776 105 —11 
sat fly 15 
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. hah Differenzen 
‘ " 1 2 3. 4 

0°6 —0°4527 120 + 3 
— 631 18 

OF/, 0 Xs 138 — 4 
== 403 14 

0's —0°5651 2 —— 25 
eS = 

0-9 — 05992 13} se 
= Ns 5 

150 — 0°6190 138 O 
— 60 =35 

il — 0°6250 : 133 
= 

2 — 0°6177 


Obwohl die vierten Differenzen stark schwanken, kann man doch 
ihr arithmetisches Mittel als geeigneten Mittelwert fiir die Fehler- 


abschatzung ansehen. Danach ist A? A? = — 4-10~*, und der Formel- 
fehler fiir die Integration von 0°0 bis 1°2 wird 
w) 


pos 


. a . Se 
ag 410-4 = 3 - 10-8. 


Die einzelnen Naherungen konvergieren somit gegen eine Funk- 
tion, deren Wert an der Stelle 1:2 um etwa drei Einheiten der sechsten 


Dezimale zu klein sein wird. 
Wiinscht man gréBere Genauigkeit, so mu man entweder das 
Teilintervall # kleiner wahlen oder bei der Integration hohere Diffe- 
renzen benutzen. 
Dehnen wir unsere Lésung bis zu der erreichbaren Genauigkeit 
aus, so ergeben sich nacheinander die folgenden Naherungen: 


x V6 V4 Vg V9 Vi0 

0-0 1°0000 1°000 000 1°000 000 1°000 000 1°000 000 
o'1 1°0050 1°005 045 1°005 046 1°005 046 1°005 046 
OFZ 1°0001 1°000 066 1°000 068 1°:000 068 1°000 068 
03 0°9850 0°985 113 0°985 114 0°985 113 0°985 113 
O'4 0°9605 0°960 538 0°960 537 0°960 537 0°960 537 
0°5 0°9269 0°926 987 0°926 985 0°926 986 0°926 986 
0'°6 0°8853 0°885 374 0°885 369 0°885 370 0°885 369 
07 0°8368 0°836 837 0°836 830 0°836 831 0°836 831 
08 0°7826 0°782 688 0°782 678 0°782 679 0°782 678 
09 0° 7242 0°724 357 0°724 337 0°724 340 0°724 340 
1°0 0°6632 0°663 310 0°663 287 0°663 281 0°663 281 
11 0°6009 0°600 987 0°600 949 0°600 956 0°600 956 
12 0°5387 0533. 7272 0°538 721 OP SSS 7.53 0°538 731 


Weiterhin dndern sich die auf sechs Dezimalen hingeschriebenen 
Naherungswerte nicht mehr. Die letzte Naherung ist an der Stelle 1°2, 


Runge-Kdé6nig, Vorlesungen. 


20 
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verglichen mit dem genaueren Werte auf Seite 297, um 2°4 Einheiten 
der sechsten Dezimale zu klein. 

Das Verfahren der Iteration wird zweckmaBig auch als Probe des 
Runge-Kuttaschen Verfahrens angewendet. Hat man z.B. fir die 
oben behandelte Differentialgleichung 


4 
VON ead 
auf dem in § 82 auseinandergesetzten Wege die Werte gefunden: 
x y ee —4y A A? 
10 
0 1 o-1 
— 2000 
0-2 | 1°0001 | —0°1000 + 80 
— 1920 
04 | 0°9605 | —0'2920 
— 1608 
o'6 | 0°8854 | —0'4528 + 487 
— 1121 
08 | 07827 | —0°5649 
= 544 
1:0 | 0°6633 | —0°6193 +563 
7 19 
1°2 0°5387 — 0°6174 


so integriere man itber die Funktion Wee — xy, indem man den 
sechsten Teil der zweiten Differenzen bei x = 0°2, 0°6, 1:0 zu den 
4 : : 

Werten von 75y?—%y hinzufiigt und addiert 

— 0:0987 

—0°4447 

— 0°6099 

=f 1533 
Mit dem Intervall 0°4 multipliziert gibt das fiir y den Zuwachs 

Ay = — 0°4613 

und somit fir * =1°2 y = 0°5387, wie berechnet worden ist. Fiihrt 
die Integration zu einem neuen Wert von y, so ist anzunehmen, daB 
der neue Wert der richtigere ist. 


§ 84. Integration durch Summation. 


Das Verfahren der Iteration ]aBt sich mit der im 9. Kapitel, § 74, 
S. 252 abgeleiteten Integrationsformel 


x 


5) ffendx= (nm —1)- 5m, 1) +25 (03) —... 
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mit Vorteil verbinden. Dabei wahlen wir / klein genug, damit bei 
der Genauigkeit, mit der wir y zu berechnen wiinschen, nur eine geringe 
Anzahl der Glieder auf der rechten Seite beriicksichtigt zu werden 
braucht, in der Regel nur die ersten beiden. 


Als Beispiel werde die Differentialgleichung 
Cp 
Eee wee 


mit den Anfangsbedingungen *=0, y=1 gewdhlt. Zwar kann 
man die Loésung y = 2e*—1-—x weniger umstadndlich durch die 
Potenzentwicklung von e* berechnen, aber um das Verfahren zu er- 
lautern, schadet das nichts. Das Beispiel ist so gewahlt, daB die Be- 
rechnung von f(x,y) keine Mithe macht. Im allgemeinen ist namlich 
die wiederholte Berechnung von /(%,y) die Hauptarbeit, die bei der 
numerischen Auflésung einer Differentialgleichung zu leisten ist. Alles 
tibrige sind im wesentlichen nur Additionen. / werde gleich 01 an- 
genommen. Als erste Anndherung nehmen wir f(x,y) konstant an 
gleich {(0,1) 1 und bilden das Differenzenschema der Muittelwerte 
von f (x, y), das wir nach links, entsprechend den Anfangsbedingungen 


xz 
von {f(x,y)dx, fortsetzen: 


n, —1 nt 40) = 1 
9 
1 
10 0 (n =—1, 0, +1). 
1 
aa 


Die Kolonne », —1 gibt hier ohne weitere Korrektur die Werte von 


* [fy ax 


an, weil die Glieder n, 1 verschwinden. Das gibt fiir y und f(x, y), da 


y=|fay) dx 
% | y | f (*y) 
—O1} 09 | 0°8 
OD) SOL |) «io 
Cra teal | SDs 


Mit den neuen Werten von f (x, y) wird wieder das Differenzenschema 
20* 
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der Mittelwerte gebildet und nach links entsprechend den Anfangs- 
bedingungen erganzt: 


nm, —1 n+4+,0)| n, 1 
9117 | 0:2 
he eS 
10-017 | 0:2 
| aa 
14°497 | 0-2 
Da (0,1) = 0°2, so ist — = (0,1) — —-('017; daher muB (0, —1) = 10°017 


genommen werden, damit das Integral durch / dividiert den Wert 10 
erhalt. Die Werte (—1,1) und (+1, 1) werden zunachst durch die 
Werte 0°2 angenahert, indem wir (7 + $, 2) noch gleich 0 annehmen. 
Die Formel (25) liefert somit y =0°910, 1°000, 1°110. Mit diesen 
Werten von y fiir x = —0‘1, 0°0, 0°14 werden von neuem drei Werte 
von f (x,y) berechnet und das Differenzenschema der Mittelwerte auf- 
gestellt : 


x y f (#, Y) n, —1 n+i,0 n, 1 biter 
—o1 | 0910 0°810 9°112 07180 
0°905 0°020 
00 | 1:000 1:000 || 10°017 0:200 
17105 0:020 
0.1 | 1:410 1°210 11°122 0:220 


Die Werte fiir + 4,2 ergeben sich aus der zweiten Differenz der 
drei Werte von f(x,y) durch die Annahme, daB die zweite Differenz 
konstant sei und daher auch die Mittelwerte dieselbe zweite Differenz 
haben. Von neuem wird nun die Integrationsformel (25) angewendet 
und ergibt vy = 0°9097, 1°0000, 1°1104 und f(x,y) = 0°8097, 1°0000, 
4°2104 mit der zweiten Differenz A2/ = 0°0201. 

Wird nun noch einmal das Differenzenschema der Mittelwerte 


gebildet: 


n+i,2 

—o1 | 09097 | 08097 || 9:1119 0°1803 
0°9048 0°0201 

00 | 1°0000 | 1:0000 || 10°0167 0:2004 
| 11052 0°0201 

O14 | 4°4104 | 1:2104 || 11-1219 | 072205 


wo wieder die beiden Werte von n + 4, 2 gleich der zweiten Differenz 
der drei Werte von f (*, y) angenommen werden, so ergeben sich nach 
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der Integrationsformel (25) fiir y die Werte 0°9097, 1:0000, 1°1104, 
d.h. dieselben Werte, die schon berechnet waren. Wir nehmen daher 
an, da8 sie etwa auf eine Einheit der vierten Dezimale richtig sind. 

Man braucht natiirlich nicht, wie hier der Deutlichkeit wegen 
geschehen ist, das Schema immer wieder von neuem hinzuschreiben, 
sondern kann statt dessen die hingeschriebenen Zahlen bei den wieder- 
holten Schritten verbessern, vielleicht zuerst mit Bleistift schreiben 
und erst die endgiiltigen Werte mit Tinte ausziehen. 

Um die weiteren Werte von y zu finden, extrapolieren wir jetzt 
das Differenzenschema der Mittelwerte, indem wir einstweilen noch 
n+ %4,2 als konstant betrachten und fiir 2+ 4,2 auch 00201 
schreiben. Dann wird das Schema nach links vervollstandigt 


9°1119 0°1803 

0°9048 0'0201 
10°0167 0°2004 

1°1052 0:0201 
Ail 2 10) 0°2205 

18 25y7/ 0°0201 
1274476 0°2406 


und liefert fiir y den nachsten Wert 1°2428 und fiir f (x, y) 1°4428 und 
damit fiir den letzten Mittelwert von f den verbesserten Wert 1°3266 
statt 1°3257. Das andert nun zwar wieder die Kolonne u,1 und 
n+ 4,2, hat aber keinen Einflu8 auf die vierte Dezimale von y. 
In dem Differenzenschema haben wir aber jetzt so fortzufahren: 


0°0210 

141°1219 0°2214 
1°3266 0'0210 

12°4485 0°2424 


was jedoch den Wert 1°2428 fiir y, der hieraus nach der Formel (25) 
berechnet wird, nicht andert. Wir fahren daher mit der Extrapolation 
des Differenzenschemas weiter fort. Dabei werden wir gut tun, auch 
die Kolonne n+ 4, 2 nicht mehr konstant zu halten. Aus dem 
nachsten Wert von y wird sich sogleich ergeben, um wieviel die Werte 
n + 4,2 zunehmen. 

Einstweilen kénnen wir ihnen den Zuwachs geben, welcher der 
Andere (0,2) 00200 “auf (4,2) = 00210 entspricht,° d: h. 
0'0020 fiir eine Anderung von m auf + 1. 

Die Extrapolation ergibt danach 


14°1219 0°2214 
1°3266 0°0230 

12°4485 0'2444 
15710 0°0250 


14°0195 | 0°2694 
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und damit y = 0'1 (14°0195 — 0°0224) = 1°3997 und f(x, y) = 1°6997. 
Somit ergibt sich der letzte Mittelwert (2+ 3,0) =1°5712, so daB 
sich das Schema der Mittelwerte so abandert: 


0°0022 
| 
| 1°5712 
14°0197 | 


0°0232 
0°2446 0°0022 
0°0254 


12°4485 


0°2700 


Der Wert von y wird dadurch indessen bis auf die vierte Dezimale 
nicht gedndert. Es ist nun eine Kolonne (, 3) hinzugetreten. Nach 
der Formel (25) liefert sie aber zu y nur den Beitrag h(n, 3), 
was fiir die vierte Dezimale nicht in Betracht kommt. Fir die weitere 
Extrapolation wird (n, 3) konstant gesetzt. 

Man wird die ganze Rechnung in einem Formular etwa der fol- 
genden Form vereinigen, indem man bei jedem neuen Schritt vor- 


warts an den vorhergehenden Werten des Schemas die sich ergebenden 
Anderungen anbringt: 


2 y f (#, ¥) n, —1|n+4,0 n, 1 n+4,2 n, 3 
== 0°9097 | 0°8097 91119 0°1803 
0°9048 0°0201 
00 1:0000 | 1:0000 || 10:0167 0°2004 
| 471052 0°0210 
01 1°1104 | 1:2104 |} 11°1219 0°2214 0°'0022 
| 1°3266 0°0232 
on) 1'2428 1°4428 || 12°4485 0'2246 0°0022 
1°5712 0°0254 
0°3 1°3997 1°6997 || 14°0197 | eg OS2 700) 


Es empfiehlt sich, die Korrekturen — <5 (n, 1), die nach der For- 


mel (25) an den Werten ,—1 anzubringen sind, um hy zu erhalten, 
mit kleiner Schrift unter die Werte ~,—1 zu schreiben. 

Nachdem so eine gréBere Anzahl der Kolonnen der Differenzen- 
tabelle der Mittelwerte aufgebaut ist, geht die Rechnung rasch 
weiter, rascher als bei dem ersten Aufbau. Es kann sich daher 
unter Umstanden lohnen, die ersten Werte auf anderem Wege, 
z. B. durch Reihenentwicklung, zu ermitteln, wenn dieser Weg gang- 
bar ist. 

Die Fortsetzung der obigen Tabelle lautet fiir das Differenzen- 
schema, in Einheiten der vierten Dezimale geschrieben: 
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% y i Gay) n, —1 |"w+4,0 n,1 |n+4,2 Nn, 3 
02 1°2428 1°4428 124 485 2246 | 26 
15712 25 Suma 
03 | 13997 | 1:6997 || 140197 2704 lode? 
| 18416 285 | 
0-4 1°5836 | 1°9836 | 158609 2989 L229 
21 405 314 
0°5 1°7974 | 2°2974 180017 3303 33 
24 708 | 347 
0°6 20442 | 2°6442 || 204724 3650 | 37 
28 358 laste | 
07 2F3275* || 23°0275) 1233 080. 4034 | 44 
dle 32392 425 
08 2'6510 3°4510 265 472 4459 a) 
36 851 468 
0-9 30194 3°9191 || 302 323 4927 45 
41778 513 
1:0 3°4365 | 44365 || 344103 5440 


§ 85. Gleichungen zweiter und hoherer Ordnung. 
Verfahren von Runge-Kutta. 


Die fiir die Lésung von Differentialgleichungen erster Ordnung 
entwickelten Methoden lassen sich ohne Schwierigkeit so erweitern, 
daB sie auf gewohnliche Differentialgleichungen von beliebiger Ordnung 
angewandt werden kénnen. Wir denken uns die Differentialgleichung 
nmter Ordnung nach der héchsten Ableitung aufgelost : 


d”y dy dy diNy 
anni ls, Yen? dx? * Gant 
und fiihren m — 1 neve Funktionen y,, y2,.... VY,-1. ein durch die 
Beziehungen __ dy 
54 ie eB 
d*y 
Va yaa? 
ere ers ; ; 


Dann 1a4Bt sich die Differentialgleichung m ter Ordnung durch ein System 
von » Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen: 


ai ae 
aoa! af (TeV Va Var ails 
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Gelingt es uns, ein Verfahren zur Integration eines Systems von 
n Differentialgleichungen erster Ordnung zu finden, so ist damit gleich- 
zeitig die Lésung einer Differentialgleichung mter Ordnung erledigt. 

Wir beschranken uns weiterhin auf die Lésung eines Systems von 
zwei Gleichungen. Die Ausdehnung des Verfahrens auf eine grdBere 
Zahl von Gleichungen ist ohne weiteres erkennbar. 

Allgemein sind zwei Funktionen y(x) und z(x) aus den beiden 
Gleichungen 

w= (xyz) 

zu ermitteln. Aus der zweifach unendlichen Schar wird eine bestimmte 
Lésung durch die Angabe der Anfangswerte %9, Vo, 2) herausgegriffen. Fur 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung mu neben den Werten #» und 
yo auch der Wert der ersten Ableitung im Anfangspunkt gegeben sein. 

Ebenso wie im § 82 gelangen wir von dem Anfangspunkt aus zu 
weiteren Werten der beiden Funktionen y (x) und z(%), wenn wir 
jedesmal x um einen Betrag 4 wachsen lassen und die entsprechenden 
Anderungen k von y und J von z berechnen. Wieder begniigen wir uns 
damit, die beiden GroBen k und 7 durch Ausdriicke von der Form 
(27) k= R, ky + Rak, + Rg kg + Ry hy, 

1=R1,+ Rk + Rslg+ Rly 

bis zu Ghedern vierter Ordnung in / richtig darzustellen. Die Hilfs- 
groBen ky, Ry, kg, kq sollen jetzt, den erweiterten Gleichungen (3) 
entsprechend, die folgende Bedeutung erhalten: 

ky =f (xyz)h, 

kg=f(x tah y+ pkhy,z+Bhyjh, 

Rg = f(a + hoy + Byhy t+ rhe, e + Bi +7119) h, 

Ry = f(% + Oh, y + Bo hy + oho + O29 hs, 2+ poly + 72 ly + dels) h. 
Genau so werden die GréBen 1,, ly, 1s, 14 durch die zweite Gleichung 
bestimmt. 

Die Forderung, daB die Ausdriicke (27) bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung in # mit den beiden Entwicklungen 
dy | n? dy _ BBy Mdty | 
dx Did win 3 axe "ag eae 
dz near nh dz _ anaes 
da 2d Taal d atl Alida ee 


R= 


lL=h 


iibereinstimmen miissen, fiihrt wieder zu den Gleichungen (7). Die 
Ableitung der Gleichungen geschieht ebenso wie im § 82, nur sind die 
dort eingefiihrten Operatoren entsprechend zu erweitern. Der Ope- 
rator D hat hier beispielsweise die Bedeutung 
0 0 
D= ora ay tae 


fe) 


os 
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Wir wahlen wieder die einfache Lésung (17) aus. Dann sind die 
GroBen k und / folgendermafen bestimmt: 


kw=f(«thy+ek,,z+1)h, L=g(x+thy+tk,,¢+1,)h. 
Daraus erhalten wir die Zunahmen von y und 2z: 
k= §R, +4 (ko + hs) + thy, 
=Ggh+tlatls) + th. 
Da der Fehler eines einzelnen Schrittes proportional zu h> ist, 


erhalt man wieder eine einfache Fehlerabschatzung, indem man die 
Integration ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite vornimmt. 


Der Fehler der ersten Berechnung ist dann etwa gleich = des Unter- 
schiedes beider Ergebnisse. 

Der oben eingeschlagene Weg zur Zurtickftthrung einer Differential- 
gleichung mter Ordnung auf ein System von nm Differentialgleichungen 
erster Ordnung ist durchaus nicht der einzig mégliche. In bestimmten 
Fallen wird man haufig andere Substitutionen vornehmen, um ein fiir 
die numerische Rechnung bequemes Gleichungssystem zu erhalten. 

Beisprel: Die Besselsche Differentialgleichung fiir den Parameter 0: 

ot He Se 4 0 


89 GbE 


istetliedie Aniangswerte’ % = O0,42Vo = 15 4 — 0 zu. antegrierén. 
Wir fiihren die neue Funktion 
Ay 
ein. Dann folgt aus der gegebenen Gleichung 
=a +y =— xy: 
Wir erhalten daher an Stelle der Besselschen Gleichung die beiden 


Differentialgleichungen erster Ordnung: 
ee 
a eee ge 

Aus den gegebenen Anfangsbedingungen folgen fiir unser Gleichungs- 

system die Anfangswerte 
Ky = 0, Vom 1, (% = 0. 

Die Rechnung ordnen wir ebenso wie bei den Differentialgleichungen 
erster Ordnung an. Der einzige Unterschied besteht darin, daB die 
entsprechenden GréBen k& und / jetzt gleichzeitig berechnet werden 
miissen. Fiir 4 wahlen wir den Wert 0:2. 

Der Gang der Rechnung geht aus der folgenden Tabelle hervor: 


314  Numerische Integration von gewodhnlichen Differentialgleichungen. 


064 65.0 — 911 29.0 Gay 

062 $1.0 — 90+ 60.0 — 660 9F 1966 964 08 S£8 6b 708 6S 080 29 Th 
WAS a) LE XE —— 708 SF Thr 6 600 62 TIC Ly €€6 1S 9¢8 WZ b.4 
699 TE €£8 8b £98 Sh 16£ 6 Pee 64 956 OF ZS9 1S COIIGL L.} 
COL St-.0 — $8 60.0 — 106 $0 008 80.0 — 7S 9L.0 — 000 tb-0 — 000 tr.0 — 7S 9L.0 0.4 
86h 41.0 — gOr 80.0 — 167 SI ZO8 8 Ss7 OL O10 th O10 br SS 9L 0.4 
b6b €4.0 — DEE VEO— 80S bh SLV8 OVS ZZ 928 OF L8L 9€ 009 08 6.0 
820 6% SET OL OLS +1 0908 Sts cZ ZOE OF TLT OE TH6 08 6.0 
Ole vl.0 — 680 80.0 — eg E150) — 9Z€ L0.0 — +0L 9.0 — 828 9£.0 — ZOS 67.0 — 0£9 8-0 8.0 
COE Zb.0 — ¥ZS 90.0 — €ZS €b gZEL 419 49 068 9€ CVS.6G 1ZS 8 8-0 
916 9£.0 — TVL 64-0 — CLE Th 089 9 bLS 19 00 £€ OBE €7 £96 L8 1.0 
789 be LGV ED LOE TL LL¢9 $£3 19 HSE TE 699 t SLE 88 2.0 
HET T1-0 — 6S 90.0 — +6 01.0 — zEL $0.0 — VL 75.0 — Z99 87.0 — ASE LE) (0) — 107 16.0 9.0 
09€ 60.0 — 8£8 40-0 — €76 OF 9€Z¢ +419 $S gL9 Bt Loc Lh €T0 16 9.0 
180 87.0 — crs 7.0 OLE 6 910S 758 OF 780 ST LS Th €OL £6 ¢.0 
LL 81 889 6 80r 6 | alleys Oro Lr QS £t 6L9 Vb 080 +6 i 6.0 
€0€ 60.0 — LZ8 40.0 — €89 0.0 — 816 £0.0 — 9bb 8E.0 — 76S 64.0 — Z¢8 40.0 — 6£096.0 +.0 

— —— 
0Sg $0.0 — 196 0.0 — LSOL $76 £ 98T BE 079 61 8rs LO S12 S6 ] +.0 
0S$ £1.0 — 788 80-0 — 198 S Bec s COE 67 €Ty OF Lt6 +0 829 £6 i 26.0 
TL Vb 676 § 0g § | Ph9oz ZOv 67 TCT ET £96 £0 400 36 | -"€.0 
608 $0.0 — $56 70.0 — 096 £0.0 — 286 40.0 — 008 61.0 — €£6 60.0 — 236 10,0 — 00066.0 | 7.0 
| | 
£86 10.0 — 000 10.0 — 076 € | 0007 009 614 000 OF 000 ZO 0006.0 7.0 
096 $0.0 — 000 £0.0 — 000 @ 000 70.0 — 000 OF 000 01.0 — 000 10.0 — 000 00.1 | 1.0 
000 + 000 Z 000 70.0 — 000 00 000 01-0 — 000 00 000 00 000 00-1 | 1.0 
096 10.0 — 000 10,0 — 000 00.0 000 00.0 000 00.0 000 00.0 000 00.0 000 00.1 0.0 
| 
x 
(2) (7) sy =1 JOU ha —= 8 Sed z a x 
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Fuhrt man dieselbe Rechnung mit doppelter Intervallbreite aus, 
so erhalt man an der Stelle x = 1:2 die Werte 
Y= 067123, z=—O0590715. 


Danach hat y an der Stelle + = 1:2 einen Fehler von etwa einer halben 
Einheit, z ein Fehler von etwa fiinf Einheiten der letzten Dezimale. 
Hinzu kommen jedoch noch die durch Abrundung entstandenen Fehler. 

Ist wahrend der Rechnung ein fleiney Fehler unterlaufen, so ist 
es wieder nicht n6étig, die Rechnung von der fehlerhaften Stelle an zu 
wiederholen. Hat man an die Stelle der richtigen Werte y und z die 


fehlerhaften Werte Aes) At) oS tind Te 2% shee 


gesetzt, so ist aus ihnen irrtiimlich 
Rk=(f+ofytefph, lL=(g+og,t+eg)h, 
=k, + (6fy+efyh, =1, + (0g, + €g,)h 
berechnet worden. Ferner ist 
hy = hy + (Ofy + eth, dy = ly + (58, + eg.)h, 
hg = het (fy tefdh,  Ip=lg+ (gy + egh, 
he — hk, + (Of, + Ef.) h, Il, =1, + (Og, + €g,) h 


und a 
k =k SO eID. b=! (Og, ee te 
An die Stelle der richtigen Werte y+k und z-+/ treten daher die 
falschen Werte 
JHR=ytRLOA + hh) + ehh, 
zg+1=—z+1+ dhg,te(1+h}7,) . 

Beispiel: Wir benutzen dieses Resultat, um abzuschatzen, welchen 
EinfluB der Abrundungsfehler in der oben durchgefiihrten Rechnung 
héchstens besitzen kann. An der Stelle x = 0°2 kann der Abrundungs- 
fehler eine halbe Einheit der fiinften Dezimale betragen. Bei jedem 
weiteren Schritt kann ein gleicher Abrundungsfehler hinzutreten. 

Aus unserem Gleichungssystem erhalten wir 


fy =0, = 
SY meng & = 


(28) 


Daher ist hay Cie, 


Z4+l=2+l+e—d6hx. 


Es ergibt sich, da® fiir » =1°2 der Wert von y um hochstens 
fiinf, der Wert von z um hiéchstens drei Einheiten der fiinften Dezimale 
durch Abrundung fehlerhaft geworden sein kann. 
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Bei Differentialgleichungen zweiter und hodherer Ordnung tritt 
zuweilen der Fall ein, daB die Anfangswerte nicht vollstandig gegeben 
sind. Die an der Stelle x, fehlenden Werte werden durch Bedingungen 
ersetzt, die die Lésung an einer anderen Stelle x, erftillen soll. Man 
hat es dann mit sogenannten Randwertaufgaben zu tun. Bei einer 
Gleichung zweiter Ordnung kann z. B. im Anfangspunkt x) nur der 
Wert y, gegeben sein. Dann kann man der Lésung die weitere Be- 
dingung auferlegen, da sie an der Stelle x, den Wert y, oder auch 
die Ableitung y, besitzt. Geometrisch gesprochen soll unter allen 
Lésungskurven, die durch den Punkt %»; yo hindurchgehen, diejenige 
ausgewahlt werden, die an der Stelle x, die Ordinate y, oder die Rich- 
tung yj besitzt. 

Numerisch wird man die Aufgabe so angreifen, da man eine Reihe 
von Lésungen von %, bis *, berechnet, die von dem gegebenen Anfangs- 
werte vy und verschiedenen Werten yo ausgehen. Zwischen den An- 
fangswerten yp hat man so lange zu interpolieren, bis man eine Lésung 
findet, die an der Stelle x, den gewiinschten Wert annimmt. Um einen 
Anhalt dafiir zu besitzen, in welcher Weise die Endwerte durch eine 
Anderung des Anfangswertes beeinflu8t werden, kann man, sobald es 
sich nur noch um kleine Anderungen handelt, zweckmaBig von den 
Formeln (28) Gebrauch machen. 


§ 86. Integration durch Iteration. 


Auch die Lésungen eines Systems von Differentialgleichungen 
erster Ordnung lassen sich durch Iteration weiter verbessern. Wir 
beschranken uns auf die Betrachtung von zwei Gleichungen; die Aus- 
dehnung des Verfahrens auf beliebig viele Gleichungen wird sofort 
erkennbar sein. 

Wir schreiben die beiden Differentialgleichungen 


dy 


7 Piel nee) © 
dx 
Fe EMMY 2) 


als Integralgleichungen fiir die gegebenen Anfangswerte %9, Vo, 20: 


y=M%t fi (xyz)dx, 
(29) os 
z= 2+ [e(xyz) dx. 
Xo 
Setzen wir in die rechten Seiten zwei N&herungslésungen y, (x) 
und z,(¥) em, so entstehen durch Integration neue Naherungs- 
losungen p(x) und z,(x). Allgemein fiihrt ein System von Naherungs- 
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lésungen Yp (*) und 2, (x) durch Iteration zu dem System yn+1(x) und 
Zn+1 (x): & 
Yat+1 = Vo “tr [f (Nn Zn) dx, 


Xo 


x 
an+1 = & +f (%Yn 2n) AX. 
Xo 


Um den Fehler der Naherungen zu untersuchen, subtrahieren wir 
diese Gleichungen von den Gleichungen (29): 


Y— Yn+1 = {Uf (xy2) —f(XIn2n)] ax, 


&— &n+1 = Le (%¥2) — 8 (%Yn2Zn)] ax 


und formen die rechten Seiten folgendermaBen um: 
VS Oa ={|& 22 — ns (y Vn) a cS ote (e 


zn) |dx, 


Xo 
x 
fe =| Ee Bnd (y Vn) | Be) AE (z - a9) | dx. 
Xo 


Die vier dabei auftretenden Differenzenquotienten 
f(*y 2) —f(¥In2) 
Vay ger cat 
sind gleich gewissen Werten der entsprechenden Differentialquotienten 
Of Of 6g Og 
Oy’ 02° Oy’. 02 
Wir nehmen an, da die beiden ersten Differentialquotienten fiir alle 
in Betracht kommenden Werte x, y, z absolut genommen nicht gr6éBer 
als eine feste Zahl M sind, und daB ebenso die beiden letzten Differential- 
quotienten eine feste Zahl N nicht tibersteigen. Bezeichnen ferner 
On und &€ je den gréBten absoluten Betrag von y — yp, und z— zy in 
dem Intervall x) bis x, so ist 
On+1 = M (6, + en) |% — X 
E41 S N (8n + €n) | % — %o| 
One 1 ena Ss (M +N) (6, > En) |X als 
Beschrankt man daher das Integrationsintervall so weit, daB der 
Ausdruck (M +N) |x — x9 
kleiner als ein echter Bruch % wird, so ist 
Ont1 + enti S% (Op + &n) SH" (0, + 4). 
Die gréBten Fehler der Naherungsl6sungen kénnen daher mit zu- 


nehmendem » innerhalb des bestimmten Integrationsgebietes beliebig 
klein gemacht werden. 


fiir Werte der Veranderlichen im Bereich y, Yn, 2, Zn. 


J 


und daher 
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Das Iterationsverfahren ist auch hier in der x-Richtung nicht 
beschrinkt. Denn von einem mit hinreichender Genauigkeit ermittelten 
Wertetripel x,, y,, 2, kann man stets wieder um ein so kleines Stiick 
auf der x-Achse fortschreiten, daB die Bedingung 


erfiillt wird. (M+ N)(x—*)S%<1 


Wie bei den. Differentialgleichungen erster Ordnung ist es auch 
hier zwecklos, vorher zu ermitteln, wieweit sich die Konvergenz erstreckt. 
Das Aufhéren der Konvergenz macht sich ja durch das Verhalten der 
einzelnen Naherungen deutlich genug bemerkbar. 

Werden an irgendeiner Stelle die Werte von /(%¥2) oder g (xyz) zu 
groB, so wird hier ebenso wie bei den Gleichungen erster Ordnung ein 
Wechsel der unabhangigen Veranderlichen von Vorteil sein. Je nachdem 
man y oder z als unabhadngige Veranderliche einfiihrt, erhalten die Glei- 
chungen die Gestalt a 


Se dz g(*y2) 
dy f(*yz)’ dy f(¥y2) 
oder 
ane 41 ' dy _ fl*y2). 
dz g(xyz)’ dz g(xy2z) 


Zur Ausfiihrung der Integration werden wir auch hier wieder das Diffe- 
renzenschema bis zu den zweiten Differenzen benutzen und den Fehler ab- 
schatzen, der durch Vernachlassigung der héheren Differenzen entsteht. 

Die ersten Naherungswerte kénnen nach der Methode des § 85 
ermittelt werden. Meistens gentigt aber auch schon eine ganz rohe 
Schatzung aus den Anfangswerten. Natiirlich konvergiert das Ver- 
fahren um so schneller, je besser die ersten Naherungswerte sind. 

Zur Berechnung einer weiteren Naherung wird man stets die beiden 
besten Naherungslosungen heranziehen. Das soll heiBen, wenn man aus 
den beiden Naherungen 2, und y, die Naherung y, berechnet hat, so 
wird man die Berechnung von 2, natiirlich auf die Lésungen y, und z, 
stiitzen und nicht wie bei der Berechnung von y, von y, und z, ausgehen. 

Beispiel: Die beiden aus der Besselschen Differentialgleichung 
gewonnenen Gleichungen erster Ordnung 

yas, 
2=—xy 
sind mit den Anfangswerten % =0, Yo =1, % =O zu integrieren. 

Wir wahlen 4 = 0°41 und dehnen die Integration bis zu der Stelle 
% = 1°2 aus. Wie sich im Laufe der Rechnung zeigt, konvergiert das 
Verfahren noch gut bis zu dieser Stelle. 

Als erste Naherung wahlen wir y konstant, und zwar gleich dem 
Anfangswerte 1. Die Integration erfolgt wieder nach den gleichen 
Formeln wie im § 83. 

Beschranken wir uns zundchst auf drei Dezimalen, so erhalten 
wir die in der folgenden Tabelle enthaltene Rechnung. Die Naherungs- 
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§ 86. 
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werte ys und 2, andern sich innerhalb der dreistelligen Genauigkeit 
bei weiteren Schritten nicht mehr. 

Die Genauigkeit kann leicht bedeutend weiter getrieben werden. 
Nach drei Schritten erhalten wir bereits Werte, die sich in den sechs 
ersten Dezimalen nicht mehr andern. Es ergeben sich bei den weiteren 
Schritten die folgenden Werte: 


x V4 4 V5 25 V6 46 
SSS SS EE ee 
0'0 1°0000 0°00 000 1°06 000 0°000 000 || 1°000 000 0°000 000 
01 0°9975 | —0:00 500 || 0°99 750 | —0:004 994 || 0°997 502 | —0°004 994 
OO” 0°9900 | —0'01991 || 0°99002 | —0°019900 || 0°990 025 | —0°019 900 
03 0°9776 | —0'04 450 0:97 762 | — 0'044 495 || 0°977 626 | —0°044 496 
0'4 0°9604 | — 0°07 842 0°96 040 | —0'078 411 || 0°960 398 | —0'078 411 
0°5 0°9385 | —012114 0°93 847 | — 0121 134 || 0°938470 | — 0121 134 
0°6 0°9120 | — 017 203 0°91 200 | —0°172022 || 0°912005 | — 0172021 
0O'7 0°8812 | — 0°23 030 | 0°88 120 | — 0°230 297 || 0°8381 201 — 02301297 
08 0°8463 | — 0°29 508 | 0°84 628 | — 0°295 075 || 0°846 287 | —0°295 074 
09 || 0°8075 | —0-36535 | 0°80753 | —0°365 354 | 0°807 524 | —0°365 355 
1°0 0°7652 | —0:44006 || 0°76 520 | — 0°440053 || 0°765197 | —0°440051 
11 || 0°7196 | —0'51 799 || 0°71 962 | — 0°517993 || 0°719 622 | —0°517993 
1:2 || 06711 | —0'59796 || 0°67 113 | — 07597949 || 0°671 132 | —0°597947 


SchlieBlich ist noch zu untersuchen, wieweit die bei der Inte- 
gration vernachlassigten vierten Differenzen das Resultat andern 
kénnen. Aus dem Differenzenschema entnehmen wir fiir die vierte 


Differenz bei der Integration von y’ den Mittelwert 4? 42 = — 17:10 8, 

fiir die Integration von 2’ den Mittelwert A? 42—= — 10010°%. 

Nach (24) sind daher die Integrationsfehler an der Stelle 1:2 etwa 
F,=0' 


Einheiten der sechsten Dezimale. 
(7 


§ 87. Integration durch Summation. 


Das in § 84 auseinandergesetzte Verfahren kann auf Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung ausgedehnt werden, wie das im wesent- 
lichen schon im vorhergehenden Paragraphen gezeigt ist. Wie dort 
beschranken wir uns auf den Fall 


Fee ag / (x, y; 2) , 
dx pis (x, y, 2) 
und haben nun wieder fiir eine Naherung y» 2, die Integrale 


we ax 
[Tf OYe: trae. und fe Ciwny 2,1 da 


mit den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen nach der Formel (25) 
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auszuftihren. Zu dem Ende legen wir die Differenzentabellen der 
Mittelwerte der Funktion / und diejenige der Mittelwerte der Funktion g 
an und vervollstandigen beide nach der Kolonne mit dem Index —1 
genau wie bei der Berechnung der Loésung einer Differentialgleichung 
erster Ordnung. Nach der Formel (25) werden dann bessere Werte von 
y und z berechnet und mit diesen neue Werte von f/ und g, die wieder 
zu verbesserten Differenzentabellen der Mittelwerte fiihren, und so fort. 
Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dy d 
aw & (x 22 A 


; ; : d : : 
ist es nicht immer das Vorteilhafteste, z = = als zweite Funktion 


einzufthren. Es kann z. B. zweckmaBig sein, z = sing ee =e ) 
zu betrachten. Dann wird =e == €0S P of = 8 gleich der Krimmung 
der in den rechtwinkligen Koordinaten x und y gezeichneten Kurve. 
Wenn nun die Kriimmung in einfacher Weise von Ort und Richtung 
abhangt, so empfiehlt sich diese Art der Darstellung. 

So hat man z. B. fiir die Gestalt eines Tropfens oder einer Blase 


die Differentialgleichung Pe ; 
a 
enor e + : 


wo a eine Konstante und 7, und 7, die Hauptkriummungsradien einer 
Rotationsflache um die y-Achse sind. Ist » der Richtungswinkel der 

ae -ady : 1 d (sing) 4 sin @ 
Meridiankurve, also Boe == to My. <SO_ ist fame und er 
Wir setzen dann sing =z und erhalten 


dy Zz 

ax yi—2’ 
dz 2y z 
au a? ai 


: pene 
Bung — 0) ist 2 == 0,,. und. fur kleine, Werte) von, +. geht <. ina 


ax 
iiber. Mithin folgt aus der zweiten Gleichung fiir « = 0: 
az y 


dx qa 


; : Wee, x y 
a ist nur eine Mafstabskonstante; wir kénnten i und aa als neue 


Verinderliche einfiihren und diese neuen Verdnderlichen wieder mit 
x, bezeichnen, so erhalten wir die Gleichungen 


SN z 

dx- Wye 
dz z 
a ae ae 


Die erste Annadherung wird hier besser durch Reihenentwicklungen 
von y und z nach Potenzen von x gewonnen. Es ist, wie man durch 
Runge-K6nig, Vorlesungen. a1 
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Einsetzen von Potenzreihen mit unbestimmten Koeffizienten erfahrt 
fir die Anfangsbedingungen %) =0, Vp =1, % =O: 


a Hl 
2s =a ve pe) 
Bee oe ae ee ees 
= fhe) 5 ae 
Tt ink Saunt ad 


Daraus berechnen wir die erste Annaherung fiir 7 = 0, 0°4, 0°2, 0°3,.0°4: 


t g 2 

xn 2 = = = 
y yaw g y 

() 0°0000 1°0000 0°0000 1°000 

01 0°1002 1°0050 0°1007 1°008 
0'2:) | .0°2020 1°0203 0°2063 1°0314 
073. | 0°3069 1'0465 0°3224 1:070 
04 | 0°4166 1'0848 0°4583 1°128 


Wir machen uns nun den Umstand zunutze, daB die erste Gleichung y 
nicht enthalt, indem wir zuerst mit Hilfe der Mittelwerttabelle von / 
und der Integrationsformel (25) die Werte von y neu berechnen. Mit 
diesem neuen Werte von y wird dann g berechnet und dann ebenfalls 
integriert. Mit den dadurch erhaltenen Werten von z wird wieder / 
und damit von neuem y berechnet und so fort. 


Mittelwertstabelle fir fin Einheiten der vierten Stelle. 


y n, —1 m+tt,O/ n,1|n+4,2| n,3 |n+4,4 
41-0000 100 083 1008 46 
504 23 9 

1°0050 100 587 1031 55 

1535 78 18 
1°0203 102022 1109 TB 

2644 151 ii 
1°0466 104 766 1260 100 

3904 251 
1°0854 108 670 1511 


Die ersten vier Werte von y stimmen mit der ersten Naherung bis 
auf eine Einheit der vierten Stelle iiberein. Die Mittelwerttabelle fiir g 
lautet in Einheiten der dritten Dezimale: 


z n,—1 n+ 4,0 moa n+4,2 

0°0000 (0) 0 
1004 16 

0°1003 1004 16 
1020 14 

0°2021 2024 | 30 
1050 20 

0°3070 3074 50 
1100 20 

0°4166 4173 70 
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Dabei ist der letzte Wert der letzten Kolonne extrapoliert. Wir er- 
halten bis auf eine Einheit der vierten Stelle dieselben Werte von z. 
Mithin werden die Werte von y und z auf etwa eine Einheit der vierten 
Stelle richtig sein. 

Nun werden gerade so wie in dem Falle einer Differentialgleichung 
erster Ordnung die Mittelwerttabellen extrapoliert und riickwarts in 
den hdheren Kolonnen korrigiert, wenn die neu hinzukommenden 
Werte es nétig machen. 

Wenn im Verlaufe der Rechnung z? gréBer wird als 0°5, so tut 
man gut, y zur unabhangigen Verdnderlichen zu machen und statt 


z=sing die Funktion w—=cosq einzufiihren. Es wird dann 
ad é aS : 2 , 
<= — aa gleich der Kriimmung der Kurve, und die Differential- 


gleichungen lauten nun 


ax w 

ay 1— ww’ 

dw Be pie 2 
dy a 


Auf diese Weise wird das Unendlichwerden der rechten Seite der ersten 
Gleichung vermieden. 


Wenn eine Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 


gegeben ist, so wendet man am besten die in §74 abgeleitete Formel (5) 
fiir die zweifache Integration an: 


(26) af [fdxdx=(,-2) +50, 0-35 (2) $e. 


wobei das Differenzenschema von / selbst, nicht das seiner Mittelwerte, 
in Frage kommt. Die Glieder (0, — 2) und (— 3, —1) sind dabei den 
Anfangsbedingungen entsprechend zu bestimmen. 

Ebenso ist die Formel (26) auf / und g bei einem System von zwei 
Differentialgleichungen von der Form 


anzuwenden und Analoges gilt fiir Differentialgleichungen hdherer 
Ordnung. 


PALE 
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§ 88. Aufgaben zum 10. Kapitel. 


4. Die Besselsche. Funktion nullter Ordnung ist als Losung der 
Besselschen Differentialgleichung 


Gai 1daJ a 
dx? | PEO 5 ue iE 0 
fir’ die Anfangswerte %=0, Jo>=—1, Jo = 0 van den otellenrO 2: 
04s. 212220. berechnen-: 
Durch die Substitution 


1aBt sich die Besselsche Differentialgleichung auf eine Differential- 
gleichung erster Ordnung fiir y (x) zurtickfiihren. Denn wir erhalten 
durch Differentiation 


A ee ¥, y’ 
J J 2 cos? & 
oder 
2 cos? & 


Damit wird die Differentialgleichung nach Division durch J 


So Mende ab age 
z . 2.cos? ~ a eeale ere 
2 
oder : 
ih sin y 
Nee car 


x 


mit den Anfangswerten %)=0, yo =0. 
Im Anfangspunkt wird der Ausdruck 


siny 
unbestimmt. Wir finden jedoch 


sin y 


a Sin ie F 
lie 2, — lim 
z=0 * A a=-0 * 


Somit ist 


eens LINY) 
an Seo == 4 und Yo 
t= A 


I 


Nach Ermittlung von y findet man J durch eine Quadratur: 


x 
- ftetaz 


Jae? 
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2. Die Differentialgleichung 


ist fir die Anfangswerte x)=0, Yo =1 von O bis 1 zu integrieren. 
Das Ergebnis ist mit der genauen Lésung 
1 


gu 
5 Ig (x? + y?) 4 arctg = = —. 


zu vergleichen. 


4 
3. Die Differentialgleichung der Kapillaritat 2y = (2 ) 
; el nach 


der Runge-Kuttaschen und nach der Summationsmethode bis zu dem 


(vgl. § 87) ist fiir die Anfangsbedingungen x =0, y=1 


d : é 
Punkte zu berechnen, wo aah unendlich wird. 


Elftes Kapitel. 
Auflé6sungen der Aufgaben. 


§ 89. Loésungen der Aufgaben des 1. Kapitels. 
J. Die Strecken 
O75S5 1361, 2403. i325S:, 2537/4, Oo 2OnteaO7aZoll 
werden in Zentimetern ausgedriickt gleich: 
1°925, 3457, 633, 9°09, 1450, 23°52, 2842 cm. 
2. Fiir die Kolbenabstande 
40, 355 30, 255 20, 15; 10, by Cian 
ergeben sich die Drucke: 
4°080, 423400 4 :AA0 E728 | DAG 216854327 iO 4 ua 
3. Die einzelnen Abschnitte der Strecke sind: 
OOO, 145 2A agsote ee oo ae 
4. Bei achtstiindiger Arbeitszeit gebrauchen 
75, 100, 250, 600 Arbeiter 
89°6, OfE2e 26°9, 44-2 “Lage; 
bei sechsstiindiger Arbeitszeit dagegen: 
MG Ke 89°6, 35°3, 14°9 Tage. 
5. Man findet die folgenden Wurzeln: 
y273. = 5:22, //0°0291 = 0°308, 
V0°0684 = 0:2615, V615 = 1°32, 


530) 1 2304, Si 214 o-ze 
1846 = 43-0, V442 =7°62. 


6. Die Kreise mit den Durchmessern 
135, 401, 7°25, 1434, 2406, 38:77 mm 
haben die Flacheninhalte: 
VAI 18035 4 POO SF 455, 1181 mm?. 
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7. Zu den Fallhéhen 
12, 238 36, 5S, 412 m 
gehoren die Geschwindigkeiten: 
Cee PPA: 206°6, Ba 46°9 m/sec. 
8. Durch die Querschnitte mit den Durchmessern 
14°7, A OTA 23°0, Gyilites 37°4 cm 
stromt das Wasser mit den Geschwindigkeiten: 
2°69, 1°59, TOs 0°57, 0°415 m/sec. 
9. Mit den fiir 7, P und E gegebenen Zahlenwerten wird 


0°579 
Al= 


mm. 


Es gehéren daher zu den Drahtdurchmessern 
0°78, 1:32, 2535, 4°48 mm 
die Verlangerungen: 
0°950, 0332, 0090, 0029 mm. 
10. Man bestimmt zunachst die Winkel 
Pres 1184 Sere 9 717 2) 7 SA 
und findet dann je bei einer Stellung des Rechenschiebers die Seiten: 
b = 202 67:0 39°6, 
C=238 80°6 96°7. 


I]. In den drei Fallen findet man jedesmal bei einer Stellung des 
Rechenschiebers zunachst den Winkel / und dann aus dem Winkel y 
dié Seite c: 


Naan Gawee 220% Ta, o4°, 
= OS 164°0° 425, 
c =190°9 44150 Ae lee 


Im letzten Falle ist das Dreieck durch die gegebenen Gro8en nur 
ungenau bestimmt. 
12. Man findet zunachst nach dem Tangenssatz: 


a—B 


- — DAO 245.6 == 9°7° 

und damit 
& == 63°9° Soe 63°2°, 
LS eye BANS 68°6°. 


Die Seite c ergibt sich dann aus dem Sinussatz: 


Co 207 131° NON: 
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13. Fiir die verschiedenen Winkel 
65°3 es 47-4 on BT Oo 237 


erhalt man die Seillangen: 


259; Roi 44°8 , 58°5 m, 
14. Die Polarkoordinaten 
j= (FSO 4°81 if sy4h 53604 


Gee S12" 147-0 241°3° 327°9° 


lauten, in rechtwinklige Koordinaten verwandelt : 


Ve eats A 07s 1k 20°25, es 223562 4°54, 
y= 5:07 4°25 —6'61 —2°85. 
15. Die rechtwinkligen Koordinaten 
i= 110-31." era eG 1°64, 
y= 449 5°72 ROIS" ~ e586 
Jauten in Polarkoordinaten verwandelt: 
7 = 5049 6°018 4°490 4182, 


Pp = 62:78°  116140° 192:09°  292°64°. 
16. Es ergeben sich durch Multiplikation mit 2 +. 0°3026 die fol- 
genden natiirlichen Logarithmen: 
Ig 2 = 00931. le 5 = 460955 le 8 2-2°0705- 
Io3 == 10086, “le 6 == 1'°7019, le 0 == 24971, 
Ig 4 = 13864, lg7=1°9459. 
17. Man findet die folgenden Wurzelwerte: 
V19°315 = 43949, 
/57°896 = 7:6089, 
/143°23 = 11°9687. 
18. Die Gleichung 


? —241%-+ 1:062=0 hat die Wurzeln we 1°280, 
% = 0°830, 
x? — 351% — 1812 =0 be ¥ é [1 = 6°36, 
\ 4 =—2°85, 
x? L478 x 4°66 =0 ” ” ”? eae 
X%, = —1°365. 


19. Die erste und die dritte Gleichung haben je drei reelle Wurzeln, 
die zweite Gleichung hat nur eine reelle positive Wurzel. 
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20. Die Gleichung 


[ae 1°865, 
x — 7°98x + 838=0 hat die Wurzeln 5% == | 4°384, 
ae oo: 
Pat B 38% —— A540, hy, —Wurzel L= 1 OA548 5 
x= 6°433, 
Ye 3490%5— 41°97 == 0-—,,  ,,. Wurzeln pet — ope. 
i OY On 


Die Gleichungen der Aufgabe 20 lauten in reduzierter Form: 


) w2— 0380u— 0065 =0, % =u + 0933, 
2) w— 1821 w+ 2712. =0, x% =u — 0433, 
) wW— 8801u— 9226 =0, %=u+0917, 
) w— 2:044u— 0'264 =0, io Uo BACT: 
5) wWt+ 114574 — 014146=0, == > WSO . 
) 8 —41:015 4 +1409 = 0, =u — 1°277 


und ergeben der Reihe nach die folgenden Wurzeln: 


1) uy = 0°689, Uz, = —0°500, us, = —04189, 
DQ) my = F055.) 1 Seg == 47820, Yay = 4876; 
3) 6, = -3°394;5 © uy = —2°099,- ug = —1'295, 
AV, = 1-400" ~ 44, = —1-360, a,’ 07130; 
Ba 1205. 

6) wu = —1°6019. 

Daraus folgen die Wurzeln der urspriinglichen Gleichungen: 
1) 4, = 1622, — % = 0°433, t= 0°75, 
2) % = 2°622, % = 1387, x3 = —5°309; 
Sime 3 11 Mpa — 1 (825) Wy 07378, 
By ie 1 076). Mae 4527.4 Haas 3297: 
5 eee es S08 
6) x = —2'9386. 


Anmerkung. Die Aufgaben sind mit einem normalen (25 cm langen) 
Rechenschieber gerechnet worden. 


§ 90. Lésungen der Aufgaben des 2. Kapitels. 
1. Die beiden linearen Gleichungen haben die Wurzeln: 


x = 1°931, y = 0°869. 
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2. Subtrahiert man den dritten Teil der ersten Gleichung von der 
zweiten, so entsteht die Gleichung: 
0°0652% — 2°9376y = —1°2470. 


Aus dieser und der ersten Gleichung kénnen die Wurzeln mit dem 
Rechenschieber auf vier Dezimalen berechnet werden: 


t= 1 69045 y = 0°4620. 
3. Die drei linearen Gleichungen haben die Wurzeln: 
x =0'624;, y = 0°'0920 , Z = 0°0093. 
4, Die Determinante vierten Grades besitzt den Wert: 
3758. 
5. Die Umkehrung der drei linearen Funktionen ergibt: 
x= 013894 — 0°0150v — 0'0765 w, 
y= 010194 + 01088 v — 0:0928 wv, 
z= —0'0618 u — 0°1342v — 0'0629 w. 


§ 91. Lésungen der Aufgaben des 3. Kapitels. 


I. Der Unterschied der beiden mit dem Rechenschieber und der 
Maschine erhaltenen Resultate ergibt den wahren Fehler w eines jeden 
Rechenschieberprodukts. Fir jede Gruppe wird der mittlere Fehler m 
nach der Formel arn 

ww 
oad | ares 
berechnet. 

Die Annaherung der zu den durchschnittlichen Produktwerten # 
aufgetragenen mittleren Fehler durch eine durch den Nullpunkt gehende 
Gerade verlangt die Bestimmung einer Zahl a so, daB fiir den Ausdruck 


pia—m,=0 


die Summe der Quadrate der Abweichungen méglichst klein wird. 
Fuhrt man fiir @ einen Naherungswert a, ein, 


a=aA+. 

und schreibt zur Abkirzung m;—a,~:—1;, so lauten die Fehler- 
gleichungen 

pix —1=4;. 
Daraus ergeben sich die Normalgleichungen zur Berechnung von 
und [vv]: 

[pp] a — [pl] =0, 
—[plla + [10] = [v2]. 
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Den mittleren Fehler von « findet man aus 
mM, = ae ; 
(n — 1) [pp] 


Die mittleren Fehler der einzelnen Gruppen und die Koeffizienten der 
Normalgleichungen ergeben sich fiir den Naherungswert a, = 0°6 : 1078 
aus der folgenden Tabelle: 


Gruppe p m y By ON) VO KO) © il 
1 1500 | 1°34 0°44 2°25 0°66 0719 
2D 2500 | 1°18 — 0°32 6°25 ==0:80 0°10 
3 3500 | 1°79 —0'31 12°25 —1°08 0:10 
4 ASOOn Mm 2n32 —0°38 20°25 Sal 014 
5 5500 | 4°54 1°24 30°25 6°82 1°54 
6 | 6500 | 4°78 0°88 42°25 S°7D 0'77 
7 7500 | 3°41 —1°09 56°25 —818 1°19 
8 8500 | 4°61 —0o-49 7225 —4416 0'24 - 
9 9500") 6°26 | - 0°56 90°25 Br32 0°34 

[]=| 332°25 + 2°59 | 4°58 


Danach lauten die Normalgleichungen 


332010° — 259 =0, 
— 2°59 0 108 + 458 = : 
Sie ergeben 22 35 saa 
a%-10?=0:0078, a=a,t+a=0608-10-3, [vv] = 4°56 
und . 


My = / : os = 0041. 


Der relative mittlere Fehler eines mit dem Rechenschieber ge- 
rechneten Produkts ist daher 


0°61 + 0°04%/,). 
2. Fir den Naherungswert 
INi==20°52% 


ergeben sich die folgenden, in tausendstel Sekunden ausgedriickten, Zu- 
schlage v. Der ausgeglichene Wert wird 


fae a CF 
Sein Gewicht ist 
PS [pl = 221" 


Den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung 
berechnet man aus 


eeu > ie ae ea 
iN econ [pvv] = [pry] rae 
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Damit wird der mittlere Fehler des Resultats 


VP 
Nr. p y py pyvy 
a EEE 

il 6 10 60 600 

2 22 — 6 — 132 792 

3 24 5 124 600 

+ sbsy 5) 453 1359 

5 5 — 40 — 200 8000 

ine 5 — 70 — 350 24 500 

7 5 — 60 — 300 18000 

8 2 — 90 — 180 16200 

9 1 — 80 — 80 6400 

EL = — 609 76451 

Es ergibt sich Coa 
L = 20°52 — — -10-* = 20517 
aA 
und 
6097 
Daraus folgt 
aA 772 -—3 
74773 Mie We 2 
= -10-§=97-10-3. und M=——=6'5-10°3. 
pals 9 aa 


Es ist also L = 20517 4.07006. 


SchlieBt man die vier letzten Beobachtungen aus, so wird 


[pl =208,, » [py] == 3017 lps) — 11 354- 
Daraus folgt 
L = 207521 + 07004. 

3. Die Unterschiede zwischen den gemessenen und den genahert 
berechneten Ordinaten werden mit / bezeichnet (vgl. S. 56). Die Ab- 
szissen messen wir, um mit kleineren Werten rechnen zu k6nnen, von 
dem Nullpunkt 30 000 aus. Es geniigt die Angabe zweier Ziffern. Die 
Koeffizienten der Normalgleichungen zur Berechnung von &, 7 und [vv] 
ergeben sich aus folgender Tabelle: 


Z- 108 x 10-3 Lx He AOS I LE 10° 
(0) = 20 0 400 0) 
= 4 — 14 14 196 1 
= 9 — 12 108 144 81 
i = if — 49 49 49 
18 + 5 90 25 324 
15 + 6 90 36 225 
— 4 + 14 — 56 196 16 
@ + 22 0 484 0) 
[]=-+ 26 = 6 197 1530 696 
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Die Reduktion der Normalgleichungen (in abgektirzter Schreib- 


weise) ergibt: 
E+ 10% 7 + 108 


8 —6 26 
1530 197 

4 — 20 

696 

= eee pete 
1526 217 

612 


31 
581 = [vv] - 108. 


Und nach Umstellung: 


7 + 108 &+ 103 
1530 == 197 
8 26 
00 - 08 
696 
25 
8 26°8 
671 


NS 
581 = [vv] - 108. 
Aus den Werten 


E = 335-1078, n = 0°142-10-8 
berechnen wir die Zuschlage 
I=E+ nx’. 
Daraus ergeben sich die nicht beobachteten verbesserten Ordinaten: 
Vs Vite te 


Die Summe [vv] liefert den mittleren Fehler 


10g =O. AO 


wal _ 1/381 
j= | 6 


und den mittleren Fehler von P = fy) + 1 


me 


m 
MN 2 = SS 005) Ome 
BY 1526 - 108 


Der Schwerpunkt der beobachteten Ordinaten hat die Abszisse 


eh [v7] __ 
pea) Osea 2 i Oe 


Da die Abszissen als fehlerfrei angesehen werden kénnen, so wird 
der mittlere Fehler « der durch die Interpolation neu gefundenen 


Ordinaten aus m ‘ 


betes: 2108 = 124 +0°062- (7+ 10-3)?. 
Dabei ist 7 der Abstand der Ordinaten vom Schwerpunkt. 
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Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle enthalten: 


RAO te 1m” 1-103 y uw + 108 
19 =A 1 4238°978 Chg 
== 15 = 1 45°388 50 
= 48 =A 2 50°298 4°6 
— 41 0) 3 71°327 35) 
— 1 (0) 3} 71-933 B55 

10 11 5 91°629 4°4 
11 12 5 94293 46 
19) 4] 20 6 4309°549 61 


4, Bringt man an den Naherungskoordinaten des Punktes A die 
kleinen Verbesserungen & und 7 an, so findet man durch Entwicklung 
des Ausdrucks poet) 

Bat i rae gee 
die Anderung des Winkels ¢: 


sin , COS @ 
Ag= s ¢ § 


> 


wenn s die genaherte Entfernung des Zielpunktes bedeutet. 
Bezeichnet man die Ablesungen mit «, so ist der Verdrehungs- 
winkel # durch die Beziehung 
atu=o+Ap 
bestimmt. Fiir « bestimmen wir zunachst einen Naherungswert u%: 
uU=Uy+C. 
AuBerdem fiihren wir die Abkiirzungen 


sin » cos @ 
SS 5 PbS Se 
s s 


; l=a1+4—y 
ein. -Dann lauten die Fehlergleichungen 
a;é+byn —C—1, =; (Sate ey 
Zur Bestimmung von &, 7 und ¢ wiirden wir zu einem System 
von drei Normalgleichungen gelangen. Da jedoch ¢ in allen Fehler- 
gleichungen den gleichen Koeffizienten besitzt, so la4Bt sich diese Un- 
bekannte vorher eliminieren. Bildet man naémlich den Mittelwert 
samtlicher Fehlergleichungen, so ergibt sich 
ee 1 4 
el ee kel Yee Lee 
Nun folgt aber aus den Gleichungen (19) (S. 61) 


a —— .—— O ; 
und es ist daher [cv] [2] 


—[alé + — [bly —¢-—[]=0. 
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Subtrahiert man diese Gleichung von den Fehlergleichungen, so 
fallt ¢ heraus, und es entstehen die neuen Fehlergleichungen 


Dabei ist aé +b:n—1l=v;. 


=a 1 oe 4 Faisal 
1 a= a; —— [a], ek, l= 1;— 


Aus den Fehlergleichungen gelangen wir zu den Normailgleichungen 
zur Berechnung von é, 7 und [vv]: 
[aa] é + [26] n — [al] =o, 
[ba] + [66] — [b/]=0, 
— [da] é — [20] y + [21] = [v2). 
Zur Bestimmung von &, 7 und w sind drei Beobachtungen er- 


forderlich. Die Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen ist demnach 
n — 3. Damit ergibt sich der mittlere Fehler 


vv] 


i Ae 
Ue =) 


Die mittleren Fehler von € und 7 ergeben sich aus den bei der 
Reduktion der Normalgleichungen auftretenden Koeffizienten: 


pis We 
m 
Veo ale 


SchlieBlich ergibt sich noch der Verdrehungswinkel 


thie = 


= Uy +0 = ty + —[a]é + [8] — (0). 


Den Naherungswert: vu) wahlen wir gleich dem Mittelwert der 
Differenzen 9; — &;: ' 
Up = = LY oe a] : 
Dann ist 


und daher es 
[i] =0, Gl, lal. fT e 
Da J in Bogensekunden ausgedriickt ist, so mu8 man, um ¢ und 7 
in Zentimetern zu erhalten, 


206265 . 206 265 
sing, b= — 


cm cm 


cos @ 


setzen. Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen er- 
gibt sich jetzt aus folgender Tabelle: 
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yp - & 1 a b a b aa | ab al bb | ob ik 


14° 5’ 06 |—0798 0°214 | —0°476| 0°104 | — 0°512]/0°011 | - 0°053 | —0°102|0°262] 0°502]0:960 


4 59°6 |+ 0:02/+ 413] —- 078/+303|- 114]/ 092/- 035|+ 006] 013|- 002] 000 

5 1°0 |= 1°38|+ 714|+ 715/+604)+ 679] 365/+ 410)- 834] 461|- 937] 4-904 

4 57°9 |+ 1°72] -— 309|+ 821|-419|+ 785] 176/- 329/- 721] 616/+4:350/ 2-958 

4 59°0 |+ 0°62|— 482|- 804|-592|- 840]| 350|+ 497|- 367| 706|— 524] 384 

L1=| 24/584 0:00 | +0'550 | +0°178 | 0-000 | — 0-002]| 0-994 | +.0-490 | — 2-018 | 2058 | +0°392 | 6:206 
~[1= Uy = 14° 4’ 59/762 +0°110| +0:036 


Die Reduktion der Normalgleichungen ergibt: 


(2 n = 
0994 0490 —2:018 
2°058 0°392 
241 — 995 
6°206 
4°097 
1°817 1°387 
2°109 
7 = O76 17059 
1:050 = [vv] 
und nach Umstellung: 
n é = 
2'058  0:490 0°392 
0°994 — 2-108 
117 93 
6°206 
75 
On? sasun 
6 6°131 
5-081 
1:050 = fov]. 
Aus [vv] f nes 
[vv] folgt Wane 
m= | = 0°72. 
Damit werden die mittleren Fehler 
0-72 
Me = > 7 ? 
)0°877 
0°72 
a ae 
V 1°817 


Endlich ist 
1 heii 
¢ == [a] é + — [0] 7 = — 0°265 + 0°027 = — 0-238 . 
Es ergeben sich also die Resultate: 


E=—24140-8cm, 
y= O8+05cm, 


u= 14° 4'509" 38. 
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Zur Probe berechnen wir die Anderungen des Winkels —: 


Ag=aE+bn 
und bilden die Abweichungen 


Ope AGC Ty 


aé bn A) v vu 

— 0°516 | — 0°362 | — 0788 | + 0734} 0°116 

— 996}— 059] — 1:06] — 0°84 706 

—1°721| + 543|— 1:18|+ 044] 194 

He 745 nal 624 eye (Oe 012 

= 4°163| — .614 O55) -- 07147]| 629 
We 0°00 | 1°057 statt 1°050 


5. Die Reduktion des symmetrischen Systems 


4 — 0°55 — 0°35 0) 
3 — 075 6) 

5 0 

—6 


ergibt die Koeffizienten 
dg = 2°70, a33 = 4°56, a=—o6. 
Damit ergibt sich die transformierte Gleichung 
x? -+2°70y"-+ 4°5622—6=0. 
Die Flache ist ein Ellipsoid. 


6. In den Beziehungen des § 23 ergibt sich fiir die Transformation 
der quadratischen Form das folgende Schema: 


x y? ae ye zx wy 20 a = 
eS ee ee ee ee eee 

G b a if e ad 

3 == 195 1 35 0) — 2°55 BAR es) Ayre ste | “ieee 

— 0°901)-+ 0°901 — 1:144]-+ 0:278 

a b c d e ie 

3 2A {ment- 904i O shell = Op) BBO a? | — Aga) | OSTA 
-++ 0:220| — 0°220 — 0:222)+ 0-022 

a C b ad # e 

3°220|— 2°621) 1:°901)/— 0°222/— 1°122} 0 — 40°24’ |— 20°12’| — 10°6’ 
+ 0:206 — 0:206/-+ 0:007 PENOLOi77 

G b a f é d 

3°426|— 2°621| 1:695/—0:215] oO 0:077/,— 223/|—11175 |— 55/8 

= 3 le 


Die transformierte quadratische Form lautet also 
3°426 x’? — 2°624 y’2 + 1°698 2’?. 


Runge-Ko6nig, Vorlesungen. ; 22, 
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Zur Probe berechnen wir die Werte der symmetrischen Determinante 


3—A —1°25 0 
— 425). 15 = fee 
0) eS 1—A 
Fiir / ist einer der gefundenen Koeffizienten einzusetzen. Es ergibt sich: 
1=3°426 | 4 =—2°624 A= 1-698 
— 0426 —125 0 5624 —125 0 .1°302 —125 0 
— 4926 1°75 1°124 1°75 == 3-193) 4575 
— 3°668 10) 0°278 0 1°200 0 
— 2°426 3°624 — 0°698 
fn) ) 0 
= 4:258 24°75 0°846 = 1°75 — 4398 1°75 
— 2°426 3°624 — 0°698 
— 2-434 3-620 — 0696 
0:008 0:004 — 0:002 
statt 0 statt 0 statt O 


§ 92. Losungen der Aufgaben des 4. Kapitels. 
1. Die reelle Wurzel der Gleichung 
x° +-5% —7=0 


liegt in der Nahe von x =1. Die Entwicklung nach Potenzen von 
x—1=y lautet: 


y+ 5y4+ 1098 + 10y? + 10y —1=0. 


Diese Gleichung wird durch den Wert y = 01 angenahert erfiillt. 
Die Entwicklung nach Potenzen von y — 0°14 =z lautet 


24 5-6 xt + 124 23 + 13°31.22 + 123205 2 +0°11051 =0 
oder 
— 12°3205z = 011051 + 133122 +... 

Man findet mit dem Rechenschieber den Wert 

z2=— 0°00906 
x =1+01—0°00906 = 1:09094. 

Die Probe ergibt durch Einsetzen in die Gleichung nach dem 

Hornerschen Schema: 
x® + 5% — 7 =—0'00003. 

2. Nach dem verallgemeinerten Horneyschen Schema-erhalt man 

die Produktentwicklungen: 
aA =x + %(% —1) + 2% (% — 1) (w +1) +(x — 1) (% +1) (x — 2) 


und 


und damit 


A = — % + % (% + 1) — 2% (x 4-4) (% — 1) +.» (% +4) (% — 1) (%@ +2). 
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3. Nach dem Schema auf Seite 98 erhalt man die ganze rationale 


Funktion 


g (x) = 1716°76.% — 4°1745 x (x — 18) — 0°08074 x (x — 18) (% — 30) 
+ 0°000 188 x (x — 18) (% — 30) (x — 45). 


Die Koeffizienten sind in Einheiten der 5 ten Dezimale, x ist in Grad 


gemessen. 


Zur Berechnung der Funktionswerte fiihren wir zunachst die lineare 
Interpolation aus und bringen dann die Werte der tibrigen Glieder als 
Korrektur an. Zur Probe berechnen wir gleichzeitig sin 54°, das Re- 


sultat muB mit dem bekannten Wert 275 1) = 0°80 9017 iiberein- 


stimmen: 

x | lin. Interpol. Korr. 

10 17167°6 + 194-3 
20 8433592 — 132°8 
30 | $4502°8 — 15028 
40 | 68 670°4 —= 4392°4 | 
50 85 838°0 923258 
54 92705°0 | =41'303°3 


4, Die Interpolation ist fiir den Wert 


u = 0'4159 2654 


g (*) 


0°17 362 
34 202 
500000 
64278 
76605 
809017 


vorzunehmen. Fiihrt man die Rechnung nach Formel (I) durch, so sind 
dem Differenzenschema die folgenden Werte in Einheiten der letzten 


Dezimale zu entnehmen: 


Yo = 4913 6169 


eee 140 1436°5 
AAy, = —45215 
AAy, + AA yo __ 2924 
2 
AtA2y, =  — 284 
AA yo sali APY, i 
2 39 


“= 0°41592654 
he 
Zee 0°0864 97 
U — 1) 0:0573 3 
u2(u® — 1) 
Al = — 0'0060 
Ged) ee 0:0140 


5! 


Produkte 
49136169 
4.58 2894-6 
— 39110 
— 1676 
fe ey 
04 


~ log = 0°4971 4987 4 


Bei der Interpolation nach Formel (II) ist 


v=u—4=—0°'0840 7346. 
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Im tbrigen ergibt sich die folgende Rechnung: 


| Produkte 
Ay, = 1378829 v = —0°0840 7346 | —115922°9 

AAy,o + AAy 1 1 : : 
0 ; aes, Ss = 3004 == (v2 | = —0°121466 + 53234 
Ay, = 2782 a (vet) = 0:0034 si 9°5 

SPyy + sty seb. iyx sid ee eke | : 


Y} 
Ys 


ve 


loga = 0°4971 4987 2 
5. Fiir die Einschaltung von drei Zwischenwerten in das Intervall 
ist in Pormel (1))s(s.112} . 
v=—4, =O, v=+4 


zu setzen. Damit ergeben sich die drei Interpolationsformeln: 


a Work Ay 3 AAyy + 4Ay, 1 A? A yy + 35 A*A2y,+ A2A2y, 


2 4 Osa 2 + 738 2048 2 
ped aes 1 AAyy + Ady, 2 3 APA, + AP A2y, 

2 8 2 128 2 
soo Janay! SB AAy FAI Ae 35 A2?A2 + A2A2y, 

2 a Ay 32 2 1284 Ay Y 3048 2 aS 


Die Anwendung dieser Formeln auf die Intervalle 196 bis 200 und 
200 bis 204 liefert die Werte: 


x lg A A? AS 

196 | 5:278 1147 

5 0891 
197 | 5:283 2038 — 258 

5 0633 3 
198 | 5:288 2671 = AER 

5 0378 2 
199 | 5°293 3049 = DEE 

5 0125 3 
200 | 5°298 3174 = 250 | 

4.9875 3 
201 5°303 3049 — 247 

4 9628 2) 
202 | 5:°308 2677 — 245 

4 9383 a: 
203 | 5:313 2060 — 243 

49140 
204 | 5-318 1200 


Der gleichformige Verlauf der hdheren Differenzen bietet eine 
Probe fiir die Richtigkeit der berechneten Werte. 
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6. Wir setzen gy =1, g, = 0°57 296 und bilden die Kettenbruch- 
So 


entwicklung fiir a In den Bezeichnungen des § 39 ergibt sich: 


y By I Py Q, 
1 0°57 296 1 1 1 
2 42 704 1 2 1 
3 14 592 2 5 3 
4 13 520 1 7 4 
5 1072 419) 89 51 


Die Zahl 0°57 296 wird daher genahert durch den Bruch 


agile 


dargestellt. Der Fehler betragt: 


55 — 9-001 Boyecoden F287 49) 


§ 93. Lésungen der Aufgaben des 5. Kapitels. 
1. Aus der Reihe 


1 4 1 eh) 
= a= = — = 
S=4 Stes : 22. le Bae 


erhalt man durch Bilden des arithmetischen Mittels zweier Naherungs- 
werte die Reihe 


eres ieee eas (c, = (— 1)” 
Gee tomy) a On 1 bi Om tO nes) 


Aus dieser wieder die Reihe 


4 pas 2 | 2 <—_ 2 ie (= ECR 
cS Se en ae eek ees 


S,= 


(2m +4) (2n + 3) (2n+ 5) 


'l 


usw. 

Ss zat 83, 3! | 3! (oy = (— fo Bh 
Be 105 00s 527-9. 9 5-7 0-4 " (2n+1) (2n+3) (2n+5) (2n+7)/? 
248 4! 4! 


misiseeegse 7 o- 11 Sa 729 41. 43 


S4 


Man erkennt fiir die Korrekturen der einzelnen Reihen leicht das 
allgemeine Bildungsgesetz: . 
eet 
(2n +1) (2n+3)...(2n+2p +1) ~ 


c= 


Soll der Fehler, d.h. das Glied, vor dem die Reihe abgebrochen 
wird, kleiner als eine Einheit der sechsten Dezimale sein, so muSten 
von der urspriinglichen Reihe 500 000 Glieder summiert werden. Fur 
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die tibrigen Reihen ergibt sich die notwendige Gliederzahl aus dem 
Ausdruck fiir c?. Man findet 


b . 500 Glieder 


=1 
Dink) ee OP RO? a 
3 a eeu Wa Zi d” 
4. 13 "6 


Addiert man bei der vierten Reihe die ersten 13 Glieder, so ergibt 


Be 0°785 398 68. 
Die Summe der ersten 14 Glieder ist 
0°785 397 82. 
Das Mittel aus beiden liefert den Naherungswert 
0°785 398 25 
ae Tho 


da der Fehler kleiner als die halbe Differenz beider Werte sein mu. 
Zum Vergleich ist Fe 
ry 0°785 39816. 


2. Das gleiche Verfahren formt die Reihe 


1 1 1 (= 1)" 
S=1 Stee Sia eas so i Ss 
um in die Reihe 


tess i) 1 5 1 
Sy 8 2 22. 32 iy 


7 ats Vek 2n+3 
- 42 : (c, 2 (n+ 1)? (w+ 5) 


und diese wieder in 


5 a 124 _ 1 26 ae 47 Peas Samii SE 
2° 444-2 29.32.42 ' 2 32.42. 52 i 2 (n+1)? (n+2)? (n+3)2/ * 


Die Summe der ersten 17 Glieder dieser Reihe ergibt 
0°822 4620. 


Die Summe der ersten 18 Glieder: 


0°822 471 4. 
Das Mittel aus beiden Naherungswerten lautet: 
0°822 466 7 
ager 
Zum Vergleich ist 
a 
> = 0°822 4670 . 


12 


3. Am ersten Tage werden durch a, Kranke ka, Personen an- 
gesteckt. Die Gesamtzahl der Kranken ist daher am zweiten Tage 


ay =ka, tka. 
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Da die Dauer der Krankheit zwei Tage betragt, so sind ka, Personen 
auch noch am dritten Tage krank, dazu treten ka, neue Erkrankungen. 


Di 1 = 
ie Gesamtzahl ist a, =ha, tha, . 


Allgemein erhalt man a, aus der Rekursionsformel 
Gp dn anne 
FaBt man die Zahlen a», als Koeffizienten einer Potenzreihe 


f(x) =a) 44, % + a, X87 +... aye" +... 


auf, so ist 


; __ 4 + (a, — Fay) ¥ 
(*) 4 SS Re Shee 


Daraus folgt 


ayn = 


le f Sola ee Bol Aare EP AG rll ES) 
4 were ae ? 
ray 1 - — 
: k 


wenn x, und x, die beiden Wurzeln der Gleichung 


Rvs kx —1 


% = s(Vi+ = 1), 


%=— > (I/1 ol 


Da x, absolut genommen stets grdBer als 4 ist, so strebt a, fiir 
groBe Werte von ” gegen 


sind: 


ay + (4, — hao) *% 


ay Oa 
aaa ana 


Dieser Ausdruck wird konstant, wenn x, = 1, d.h. 


k=} 


ist. Dann strebt a, gegen 
$ (a + 24) . 
4, Fiir sin « = 0°05 wird 
cos & = 1 — sin? « = 0°9987492177 72 . 
Den Winkel selbst erhalt man aus 


eee sce 
— Sine co 
Diode 67 - 


= 6 22 Sean ee 
“o=sin o + ae sin Oe pear 5 sin? & + 

Es wird in Bogenmab 
& = 0°05002 08568 06 


und in Grad umgerechnet 
& = 2°51" 57” 54 233 74. 
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Nach den Formeln auf Seite 144 erhalt man damit fir 
p =2sin * =01 die Tabelle: 


a 


2° 51’ 57°54234 

5° 43’ 55°08467 

8° 35’ 52°62701 
142275016935 
14° 19’ 47°71169 
47° 11’ 45°25402 
20° 3/ 42°79636 
22° 55’ 40°33870 
25° 47’ 37°88104 
28° 39’ 35°42337 
31° 31’ 32°96571 
34° 23’ 30°50805 
37° 15’ 28°05039 
MOY? GE DSCC pri 
AD ESO 2343506 
45° 54’ 20°67740 
48° 43/ 18°21973 
5A 9 357 15°76207 
54° 27’ 13°30441 
57° 19’ 10°84675 
60° 11’ 8:38908 
Gh 3 Srepwule 
65°55) 3°47376 
68° 47’ 1°01610 
71° 38’ 58°55843 
74° 30’ 56°10077 
(iim 2 Bs OAB AL 
80° 14’ 51°18545 
83° 6! 48°72778 
85° 58’ 46:27012 
88° 50’ 43°81246 
91° 42’ 41°35480 


COS & 
0°99874 92178 
0°98876 17256 
0°96888 66162 
0°93932 26406 
0°90036 54386 
0°85240 45822 
0°79591 96800 
0°73147 55810 
0°65971 67261 
0°58136 07041 
0°49719 10749 
0°40804 95351 
0°31482 74999 
0°21845 71896 
0°11990 23075 


0°02014 84023 


sin « 


0°09987 49218 
0°19875 10943 
0°29563 97560 
0°38957 20200 
0°47960 85639 
0°56484 90221 
0°64444 09901 
0°71758 85482 
0°78356 02208 
0°84169 62912 
0°89141 53987 
0°93222 03522 
0°96370 31022 
0°98554 88211 
0°99753 90519 


0°99955 38921 


5. Fiir die Bogenlange erhalt man die Reihenentwicklung 


a or 1 a Pp 1-3 ee 


2p nape Oa 3 \2P/i eed Sohn eae ese pallor 
Setzt man 66) i \2 
ME Beth 
so wird 
ea es 343 3 yA 
“= aout + 56 v fon © | 


Durch Umkehrung dieser Reihe ergibt sich 


y= 3 2 3 Suet 23 4 
U= bog tt Fe a ae eae 
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Fur se= a1 wird u == . Die Reihe liefert 
v = 0°101 492. 
Damit wird 1 
p= —= = 1°569481. 
2)u 

§ 94. Lésungen der Aufgaben des 6. Kapitels. 

1. Die positive Wurzel der Gleichung 

x®§+6x—8=0 


hegt in der Nahe von 1. Man findet etwa nach dem Newtonschen 
Verfahren die aufeinanderfolgenden Naherungen: 


ioe alan 
bay == Oey 
Re = OVS 5 


%, = 1075 458 . 
2. Die Gleichung 


4h == COSH 
besitzt eine und nur eine reelle Lésung in der Nahe von > Man kann 
diesen Wert durch Iteration verbessern, aber das Verfahren konvergiert 
sehr langsam, da der Differentialquotient der rechten Seite nur wenig 
Kleinersals 4 ist. 

Die Konvergenz la8t sich auf folgende Weise beschleunigen: Sind 
%,, %_, und x, drei aufeinanderfolgende Naherungswerte, so ist nach 
der Beziehung auf Seite 155 


4%, = h(x — 44), 
4 — KH, = kX = X5) 
angenahert fiir den gleichen Wert &. Daraus folgt 
(x0 — H4)® = (& — x) (% — 2%) « 


Fiihrt man hier die Differenzen der Naherungswerte aus dem 


Schema 
Ae 
A, 
Xo 2 
A, 
x3 
ein, so wird Hod, 
BN 


Haben A, und A, verschiedene Vorzeichen, und unterscheiden sie 
sich absolut nur wenig voneinander, so kann man auch angenahert 


setzen: 1 _ tat 
271 2 
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Zu dem auf diesem Wege berechneten Naherungswerte bestimmt 
man durch Iteration zwei weitere und wiederholt dann das Verfahren. 

Die Gleichung x = cos x liefert zu dem Naherungswerte x, = 45° 
die weiteren: 


A, A 
x A A? — Te 
Ae | 
— 4486 | 
40-514 F534 1°814 
3°045 
43° 559 
42° 328 
31 
359 } —52 Peers 
— 21 | 
338 
42220 A7e 
420 
47-420 703 aS Nee, 
— 283 
47°137 
ADO 475d 


3. Die kleinste positive Wurzel der Gleichung 
x —ctg*x=0 
liegt in der Nahe von = . Man findet, am bequemsten nach dem Newton- 


schen Verfahren, die folgenden Naherungen: 


Ps 


y= = = 0'7854 = 45°, 
= 0°8873 = 50°503, 
Ree 0°8600 = 49° 16'28”, 
4, = 0°860332 =49°1736’2, 
t= 0°8603 3358 = 49°1736"540. 


4, Die Gleichung hat nach der Cartesischen Zeichenregel eine 
positive und keine oder zwei negative reelle Wurzeln. 
5. Fiir die Gleichung findet man die folgende Sturmsche Kette: 
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Die einzelnen Funktionen erhalten die folgenden Vorzeichen: 


81 &2 &3 &4 &5 & Zeichenwechsel 


x 


a 
o 


Boole nih ORO 


|+++ 
| 
| 


++ | 
i 
i 


a 


tatah eis etek 
| 
HNN Ww fA, 


ccs flee Wy ke 


Danach besitzt die Gleichung zwei reelle Wurzeln, und zwar eine 
zwischen 1 und 2 und eine zwischen 7 und 8. 
6. Die Gleichung besitzt die folgende Sturmsche Kette: 


£,= x +ax+5, 
= 7x +a, 
£=—7ax— od, 


Zor \s 
ay 
Danach sind folgende Falle zu unterscheiden: 


a=0. Die Gleichung hat eine positive Wurzel, wenn })<0 ist, 


si a ~ nico ative nt len Pano Sloe: 
a<0O, |b| <b, zwei positive, eine negative Wurzel, wenn b> 0 ist, 
eine » >» 2wel - Wiurzeline ,..~0'< Overs 
\b| > by, eine positive Wurzel, wenn b < 0 ist, 
Pom DeCativer 6 ee mes oO) mi 
Dabei ist ; 
by sh (ae Sh 
P 7 7 


7. Man findet nach dem Graeffeschen Verfahren die folgenden 
Gleichungen fiir die Potenzen der Wurzeln: 


He x4 ae ae a 
2. Potenz || 1) 350 DPR Bele On 2A O2 O44 
4. sh 1 — 37 54 24 630 | — 35 493 | 3° 632 | —1 
Som mace q p= 74-972 I-48 450) = 424029 |) 122319) — 4 
16. 1 || = 4) Bole) || siesseyl |) = ERE ||) sleey oy |) = ol 
30) 1 | —119898 | 334342 | — 144095 | 344026 | — 1 


Aus der letzten Gleichung ergeben sich die Wurzeln: 


%,= 40036, 
%o = —2°9952, 
ie 95327, 
a Tee 


X5 == 0°0407 ° 
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Durch Einsetzen kénnen diese Werte verbessert werden. Es er- 


ibt sich: 
gibt sic t=  4°003 5576 


%_ = — 2°995 2112 
4 =" 1083 4816 
%q = — 1032 2635 
Ko" 00407355 
Summe 2000 0000 


8. Nach dem Graeffeschen Verfahren ergeben sich fiir die Potenzen 
der Wurzeln die folgenden Gleichungen: 


a x3 x x 
2, Potenza Mele —42 6 — 2% 89-4) — 23 474 || 23 4014 
Ae ee A | == 62 78-4} 3242 4848) 68 114 1)5° 765 
eae i 4s) —=3°2 OOM 02 2OSmi= 3 2680 425323 
MGs ae A W422 t4940)) SE 4195040) = 4273 59) 124104 
32. 4+ | == 222934) = 938620) — 1°4848 1) 422220 


Von der Gleichung fiir die 32. Potenzen an zerspalten sich die 
Gleichungen vierten Grades in eine lineare, eine quadratische und eine 
weitere lineare Gleichung. Die Gleichung hat demnach zwei reelle 
Wurzeln x,, x, und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln uv: 


=) 9490330 
Xo = — 0°9871 5) 
w+ v%= 9°9414, 


Durch Einsetzen lassen sich diese Wurzeln weiter verbessern: 


u = 0°9969 , 
B= 29012. 


%,= 4993341160, u = 0'°996 8946, 
4% = — 0°987 10083 , v = 2°991 2478. 


Probe: %,+%,+2u == ~5°990900007 “Stati “6, 
1 1 2u : 
ao aa ee 0°612 2449 1 
30 
statt — 7 = —0°612 24490. 


§ 95. Lésungen der Aufgaben des 7. Kapitels. 


I. Die Gleichungen besitzen zwei reelle Lésungen in der Nahe 
von #=—2, y=2 und von 4% =4°6, y= 00. 
Durch Verbesserung dieser Naherungswerte findet man 
Meats LOT 20 50, 
y= 2°0211670 
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und 
fot 5060149: 
y= 0°9360689. 


. 


- 2, Die Gleichung vierten Grades laBt sich in die beiden Gleichungen 


4547+ 2y?2%—1=0, 
x*—15x%—y=0 


zerlegen. Die Ellipse besitzt zwei Schnittpunkte mit der Parabel mit 
den Koordinaten 
v2 a OO 
und 
y= O04 y—=—05. 
Durch Verbesserung findet man die Werte 


% = — 02279 4747 , 
y= 039388124 


und 
i OOD OO10R 


y = —0°53976210. 


3. Man findet durch Iteration die Werte 


% = 0'2652 4460, 
y = 0°4807 3972. 


4, Die durch Iteration verbesserten Werte sind 


GN O20 25155 
z= 1°401 3148. 


5. Die nach den ,,stark‘‘ auftretenden Unbekannten aufgelésten 
Gleichungen lauten 
x = 1°907 — 0'2212y — 0°1059z, 
y = 1°389 — 0:0535z — 0'1046x, 
z= 1°493 — 0°0359% — 0°0338y. 


Die Naherungswerte mit ihren Verbesserungen werden: 


Ca y Bg 
1:907 1°389 1493 
— 466 — 280 — 115 
“ 74 + 55 + 26 
as 15 -— 9 ane 
a2 + 2 0 


1°502 4457, 1°400 
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§ 96. Lésungen der Aufgaben des 8. Kapitels. 


1. Um das Intervall zwischen die Grenzen —1 bis +1 zu ver- 
legen, ftihren wir die Veranderliche : 
b— 2 


ein. Wir erhalten dann die Integrale: 


+1 1 

hat fiat (tp ara[yr Fata = 224 Zig (t +72), 
=f 0 
+4 


2 2D: 
—4 
+4 
t+ 1)\2 2 / 
=A 
ird 
Danach wir Tp = 1°47 7936, 


J; = 0°071 1578, 

= 0°390 5243, 

und es ergibt sich if te : 
AD | 

Gy = fg = 11477036, 


F, = 1°3326204: 
dy = 3 J, = 0°213-47355 I ies 


Lr 
a= $3 Jo — 5 Je) = 1118 0695, 
a=3), 0213475520") F, = 4-933.52720 
ay => (3 J, — Jo) = 0°089 1723, 
Ferner ist a “ 


4fPdat={(1 + x*)dx%= 4 
=" 0 


und daher das Quadrat des mittleren Fehlers 
m—4+—F,,, 
Kehrt man noch zu der urspriinglichen Veranderlichen zuriick, 
a t+at+a?+...=b+6,%+6,%7+..., 
so wird die Naherungsfunktion 
Tut ee 4 
0°93432 + 0°42695 x m = 0'0267; 
fir 22 
0°99377 + 0°07026 x + 0°35669 x? m =0°0025 , 
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2. Um die Koeffizienten der Normalgleichungen méglichst herab- 
zudriicken, fiihren wir die neue Verdnderliche 
t=%*%—5 


ein. Fir die Koeffizienten der Normalgleichungen erhalt man dann 
die folgenden Summen: 


De Fars BOs 
Dr = 948 , > 2377, 
er — 13750; Sy ia | 
De = i875), > EY = 2361. 
Die Auflésung ergibt 

4 = 795 ? 

a= 242, 

Gy = — 2°58. 


Damit wird die empirische Funktion durch die quadratische Funktion 
a +a,t+ at? 


angenahert. Das Maximum liegt an der Stelle 


{= — 4 = 0:47 
2a 
oder 
oy 547. 


Die Schnittpunkte mit der x-Achse findet man aus der Gleichung 
Aa +at+at2=0. 
Es ist fiir den ersten Schnittpunkt 
re 00) und Ki —— (4.0). 


Der Differentialquotient ist an dieser Stelle 
Vids + 2a,t = 287. 
3. Wir fiihren als neue Veranderliche 
a. 
ein, dann werden die Koeffizienten der Normalgleichungen: 


i 0, 


0 ee) 72; 
Ywe= 0, oD = 25, Dy? = 4038. 
A 1958; D> wy = 1659, 
Swe= 0, > wy = 3259, 


> u® = 41030, 
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Die Auflésung ergibt 


dg wh0 355 
a, = —7 88, 
; ; Gp 57 
a, = —0°071, 
d,-— a OSC, 


Die empirische Funktion wird damit angenahert durch 
Ay + a,u + a,u? + agu . 
Maximum und Minimum findet man aus der Gleichung 
a,+2a,u+ 3a,u*=0. 
Es ergibt sich: 
Maximum fir * = 2°65, 
Minimum fir *=7°45. 


Den mittleren Fehler der Naherung erhalt man aus 


Q 
Pe ee) 
Mis gl © 
mM=23. ‘ 


4, Um das Intervall zwischen die Grenzen —1 bis +1 zu ver- 
legen, fithren wir eine neue Verdnderliche ¢ ein: 


a 
i — be. 
ae 


Fiir die einzelnen Integrale ergeben sich die folgenden Werte: 
+1 
. ww 
fsin st at=0, 


jell 
al ’ 


[isin tdt = Se 


+1 

[esin = tat = 3 a 

Sil ‘ i It 2, \2 a Ne 
ieee es 

i! sin tat 6 (2) E De, ; 


[esin=tadt=0, 
-1 


Damit wird 
Lil 


[P,sin=tdt=0, 
Sat 


ae il 


[P,sintdt=o, 
=a 


+1 . 
[ Pysin [tdt=0, 
| 
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Fir die Entwicklung nach Kugelfunktionen: 
My Py + 4% Py + a, Pz + a3P3 + a, Py 
ergeben sich somit die Koeffizienten: 


we a, =3 (=)'= 1°215 8542, 
Brkt a, = 24 (2 |"|2-5 (2)"| = 0224 8913 . 
a4=O0, 
Da +1) 
a sin? 5 tdt => 


ist, ergibt sich der mittlere Fehler der Darstellung aus 


1 1 1 
(yess Sool ARON i eer 
. m 5 (+ ai-++a3). 
Es ist 


m = 0°0028 . 


Ordnet man die Naherungsfunktion nach Potenzen von ¢ und kehrt 
dann wieder zu der urspriinglichen Veranderlichen zurtick, so ergibt sich 


die Naherung: 09888 x — 0145123. 
5. Nach dem Schema auf Seite 218 und 219 findet man die Koeffi- 


zienten: 12a)= 102, 
647—=" 147033; 6:0, == 376185, 
64a7=5 1 el 66,7 ~ 19:0; 
6a, = —194, 66,.=— 72, 
6% = 4°5, 6),=—. 64, 
6as= ae, Ob. 252, 
Wages =: WON 

Die Probe ergibt A = 264050 


B = 148 230 
Y a6 /15 A+ B= 412 280 
4(A+B)= 68713 
Um die Funktionswerte in den Intervallmitten zu berechnen, er- 
mittelt man zunachst die Koeffizienten a’ und 0’ nach den Formeln 
auf Seite 225. Es ergibt sich 


Gage we 55 

64,= 599°0, 6b,5=— 661, 
6a, 19°9, 6=— 15, 
6d4 =. 803, 60. 13371 , 
Gag = ot5., 6b,= Oils, 
Oa;=—= 1977, 66,=— 15°9, 
6a,=— OQ: 
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Mit diesen Werten erhalt man durch dasselbe Schema die sechs- 
fachen Ordinaten. Die Ordinaten selbst werden: 


Yos= 68°77, Yes =— 495, 
Yy5= 1291, Yo, =—105°9, 
Yas 1191; Yen = — 972, 
Yg5—= 35°8, Vgg =— 241, 
Vag AO Yio5= 500, 
Verso As Var5= 52°5. 


Probe: 
A -- B= 412280 


4(12a,)2= 18 
Y = 68736... AEB =412262 
1(A/+ B) = 68710 


6. Um die Koeffizienten a, und 6, zu berechnen, ordnet man die 
24 Ordinaten yo-5, V1, Vis, ++» Vises, Vig nach Seite 230 in Form eines 
Rechtecks mit acht Reihen an. Die Summen der drei Kolonnen sind: 


ay ae 44 > 
Zo = 88 > 
fg A38, 
Dann wird: 
2% 1 
12a, = Di 25. COS & = = (2 a) ie 
a 
12 dg => 2z,sina == (2, — 2) SH 
a J 
12%=116, 126,5—41143. 
7. Durch Zusammenfalten der Ordinaten yo.5, 4-5, -.. 44-5 In der 


Form 
Vo5i Vesey V5 eye R75 


4150 YosS Yai5- Yios You YVar5 


berechnet man zunachst die Koeffizienten a’ und }’. Man findet: 


A2 d= SOs 

6a, = 5848, 6b, =—583, 
64, 41915, Ob = | OO, 
6a, = 121; 605 = 3183, 
64, =) 411435, Ob; 120-4. 
6a, =— 128, 60, = — 167, 


12a, = —30. 
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Aus a’ und 0’ werden nach (42) (S. 228) die Koeffizienten a und 6 
berechnet ; 


124 = 80, 


64,= 4547, 6b,= 3723, 
6G = 2608 Oly 105, 
Ci 180, bop — 43'S, 
6a,=—1145, 6bp= = 120 4, 
6a 28} 60.= 20°90, 
12 GN =n 0: 


SchlieBlich findet man aus @ und a sowie aus 6 und Bb nach dem 
Schema auf Seite 228 und 229 die Koeffizienten A und B (a und b 
sind die bereits in Aufgabe 5 berechneten Koeffizienten): 


24A, = 182, 

412A, = 9250, 12B, =. 74914, 
142A, == 45; 12 Bie 39:4. 
12A, =—409°0, 12B, =—115°8, 
412A, =—113°0, 12B, =—1265, 
12 AS == OAL 12B, = 464, 
12Ag =n; 12B, = 30, 
124, = oct Pipe ae 
12A, = 1160, 12B, =—1143, 
412A, = 21°10, 12B, = 282, 
12Ay = (ES 12By=— 0-4, 
(QA 15°C; (2 BS, 
Phelee=y 122, 


Probe: 
11 


3 (24-A,)? #2, (12 4a)? + £(24 Ay)? = 1 066762 
11 
> (128;)? = 609039 
; Summe = 1 675 801 
3 Summe = 139650°0 
yy? = 139652 
Abrundungsfehler 20. 
Doi 
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8. Die Normalgleichungen zur Berechnung von s3, Ss, und s, (vgl. 
S. 232) erhalten die folgenden Koeffizienten: 


14 15 16 
D> VvaVe = 4536604, >'¥a¥e = 45635°00, ZIxVa = 44977°08, 
1 2 

14. 15 16 

D> Va Vor 44111319 5 Va = 4442783, Da Vari = 4305365, 
1 Pe 

14 15 ales 

> VaVa+2 = 4080939, > 'VaVa+2 = 4121283, Dia Vo = 42264°48. 
al Pe 


14 
> VaVa+3 = 36281°06, 
z 


Die Auflésung ergibt: 


S,=-—2//4, 

= 2°637, 
e BEN Gogh 
Ss = — 0°868, 


Die kubische Gleichung 


2+ s, 22+ s5,.z2+5,=0 
hat die Wurzeln: 
4,=1°053, 


2, = 0°861 + 0°2897, 
Z, = 0°861 — 0°2897. 


Mit dem Wert h=1 ergeben sich die Exponenten: 


ao=Il|gz, = 0°052, 

Bb=41]g%% =— 0097, 
0°289 < 

y = arctg = 18°6. 


Die empirische Funktion wird daher angenahert durch den Aus- 
druck: 
y (x) = a, 0 0522 +. g, e- 00972 cos 18°6 % + ay 6-997 sin 18°6 x. 


Der mittlere Ordinatenfehler m, ergibt sich aus 


fa) 
my (1 + s?+ 58+ 33) = Tate 


16°47; =" 70013, 
My = +0025. 
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§ 97. Lésungen der Aufgaben des 9. Kapitels. 
1. Man erhalt nach Formel (1) (S. 239) die folgenden Teilintegrale: 


120 000 
ax 
lg x 

100 000 


= 1723°15507, 


140 000 
ax 
lg x 
120 000 
160 000 
ax 
lg x 
140000 


= 1698°63876, 


= 1678°20090 , 


180 000 
ax 
lg x 

160 000 


= 1660°73225 , 


200 000 
ax 


Ig x 
180000 


= 1645°51613. 


Damit wird 
200 000 


ee = 8406'24311 . 
gv 
100 000 


Z. Da der Integrand in bezug auf die Stelle x =0 symmetrisch 
ist, 14Bt sich das Differenzenschema nach oben leicht erganzen. Man 
berechnet die ersten Teilintegrale nach (2) (S. 241) und zum SchluB, 
wenn die hdheren Differenzen nicht mehr bekannt sind, nach (1): 


F(0'1) = 0°0999 44484, 
F(0:2) — F(0'1) = 0°0996 12313, 
F(0°3) — F(0°2) = 0°0989 52590, 
F(0'4) — F(0°3) = 0°0979 74406 , 
F(0'5) — F(0°4) = 0°0966 91047, 
F(0°6) — F'(0'5) = 0°0951 19590, 
F(0°7) — F(0°6) = 0'0932 80405 , 
F(0'8) — F(0°7) = 0°0911 96581 , 
F(0°9) — F(0°7) = 0°1800 89895 , 
F (4:0) — F(0°8) = 0175290568. 
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Daraus ergeben sich die Funktionswerte 


x F (x) 

Fe oe alae Le 
0:0 0:0000 00000 ~ 
oO 0°0999 44484 
0-2 0°1995 56797 
03 0°2985 09387 
0°4 0°3964 83793 
0°5 0°4931 74840 
0°6 0°5882 94430 
0'7 076815 74835 
08 0°7727 71416 
09 0°8616 64730 
10 0°9480 61984 


3. Die empirische Funktion der Aufgabe 8, § 71, wird durch einen 
Exponentialausdruck von der Form 
a, e** + a, €P* cosy % + az eP* sin y x 


angenahert. Fir die Exponenten sind die Werte 


a= 0°052, 
Loe 1o-0 


gefunden worden (vgl. § 96). 
Um das Intervall fiir die Annaherung auf die Strecke —1 bis +1 
zu verlegen, fiihren wir eet te 
Ki 
8 


ein. Dann wird die Naherungsfunktion 


pp (x) = a, e** + a, €F* cosy % + ay cP* siny % 
und es ist = = zs 
Oe Ole = 8B; w= Sys 


€ 
a, = e-F (a, cosy — a, siny), 
ds = e-F (a, sin y + a, cosy). 

Die linken Seiten der Normalgleichungen zur Berechnung von 4,, 

a, und a, kénnen nach den Formeln auf Seite 247 ermittelt werden: 


reese = 2'239, 

-1i 

shige a pa a 

[ dP cosyxdx = 03841; f e@+=sinyxdx = —0'2055, 
eal ‘ -1 

oe tobeyeres 

[ Fe cost y x dx = 1°122, [ 2? simtyxdx = 41°784.. 
= =1 

+1 


ij e2ha cosy x sin yx dx = 0°3004 , 
Ss 


§ 97. Lésungen der Aufgaben des 9. Kapitels. 359 
Die rechten Seiten findet man nach der Simpsonschen Regel: 


i ye cosyxdx = 3618, 
1 


xis ee 
i) y &@ siny xdx = — 600. 


Die Auflésung der Normalgleichungen ergibt die Werte 


ay, = 29°64 ? 
d= 34°20, 
; az = — 33°99. 
Damit wird 
ay = 19°55 B) 
> — O/B e 
Gua em Oi}. 
Zur Kontrolle berechnen wir die Werte der Naherungsfunktion: 
% y 7 (*) 
0) 0:0 — 0-2 
1 32°14 62-4 
2 576 Pra 
3 752 are) 
4 84°6 84°7 
5 86°4 86°4 
6 81:9 81°8 
7 727 ALE 
8 60°9 60°8 
9 48°3 48:2 
10 36°4 36°4 
14 26°7 26°7 
12 19°9 20°0 
13 16°5 16°5 
14 16°4 16°4 
15 19°3 | 19°3 
16 24:6 = hi 24°5 


Aus den Abweichungen ergibt sich der mittlere Ordinatenfehler: 


ia Oe i) Paz avioes 
my = | n—3 aap 14 = 09: 


4. Der Differentialquotient der Funktion y = log x ist 
eres 
| Seer loge. 


Wenn man den Modul des Briggsschen Logarithmensystems mit M 
bezeichnet, so ist daher Sy ean 
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Aus dem Differenzenschema erhalt man nach den Formeln (11) 
und (12) (S. 263) die Differentialquotienten: 


v4, = 0°01400950, 

Yous = 00137 8713 

und nach Multiplikation mit x die Werte: 
% = 30'5, xy’ = 0°4342944, 
pare Be xy’ = 0°4342945, 
B= 31-5 2) 003429408 

Daraus folgt als Mittelwert: 
M = 0°4342945. 


5. Die empirische Funktion kann durch eine ganz rationale Funk- 


tion dritten Grades angenahert werden. Fiihrt man % = — ein, so 
ergeben sich nach der Simpsonschen Regel die Integrale 


T1513, I, = —9°29, 
I == .2; 285 5 I, = —3188. 
Damit werden die Koeffizienten nach den Formeln auf Seite 194: 
de ==3 0x a, = —90°6, 
Gx OG a, = 104;5. 
Die Naherungsfunktion lautet: 
P (%) = ay + 4,% + agx? + ayx?. 


Fir die Ableitungen yj, yg und yg an den Stellen x = —4, x = 0 und 
*=+4 erhalt man aus 


+ Ge GUE 
die Werte 
s 4 
Vi = 75 (41 — 08 a, + 0°48.a,) , 
, 1 
V2 10 As: 
; 4 
bilge. (a, + 0°8 a, + 0°48 a3) 
oder 


Mm=—46, %=—91, ys = —3°5. 
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Um eine Vorstellung von der Giite der Annaherung zu en 
berechnen wir die Funktionswerte: 


% 4 p (*) 
== NO) () — 4-5 
28 26 261 
= 33 374 
he 32 33°5 
= 2 24 20°5 

10) 6 3°0 
2 —-15 — 144 
4 ae — 25°6 
6 a7 — 26°85 
8 — 10 — 11:9 
10 + 20 + 23°3 


Aus den Abweichungen ergibt: sich der mittlere Ordinatenfehler : 


/ / 
ty =|/ 22 = 2 ga. 


6. Um das Integrationsintervall von —1 bis +414 zu erstrecken, 


fihren wir 
x = 150000 + 50000% 


ein. Dann wird 
200 000 


eee 7 
jes} 
lg x lg x 


100 000 


Fir die Formel von Newton-Cotes berechnen wir die folgenden 
Funktionswerte: 


100000 
x 
lg x 
100000 86858896 
125000 8520°7406 
150000 8390°3946 
175000 8283°2602 
200000 8192°6434 


Die Reihenentwicklung der Funktion 


100000 
Ig (150000 ++ 50000 #) 


hat die Koeffizienten: 
ag = 0°2371, Ay) = 0'0020. 
Somit ergibt sich: 


I = 8406°2499, 


2) FZ 6'0056" 
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Um die Formel von Tschebyscheff anwenden zu kénnen, sind die 
Funktionswerte zu berechnen: 


100000 
lg x 


108 375°126 8625°6317 
131272°930 84853413 
150000 8390°3946 
168 727°070 83083821 
191 624°874 8221°4565 


Durch Addition findet man 


b) 
pee 0 0020. 


Fiir das Gaufsche Verfahren braucht man die folgenden Funk- 
tionswerte: 


100000 
lg x 


104691°007 703 | 8651°440674 
123076°534495 | 8532014318 
150000 8390°394608 
176923°465505 | 8275766741 
195 308:992297 | 8208-6048 42 


Die Multiplikation mit den Gewichten liefert 
R, Vy = 1024°879445 , 
Rs Vo = 2041°8333 35, 
R33 = 2386°6011 33, 
RaV_ = 1980°509616, 
Rss = 972°4195 88. 


Daraus findet man durch Addition den Integralwert 


I = 8406'243117, 
F=  0°000003. 


c) 
§ 98. Lésungen der Aufgaben des 10. Kapitels. 
I. Die Integration der Differentialgleichung 


Amey siny 


liefert nach dem Runge-Kuttaschen Verfahren 


§ 98. Losungen der Aufgaben des 10. Kapitels. 


x y(h=0-2) | y(h=0°4) 
0:0 0°000 000 0-000 000 
02 0200 333 
0-4 0°402 686 0°402 661 
0°6 0°609 164 
0°8 0:822 022 0°821 975 
AO) 1:043 787 
12 127 [a3 i2 1:277 249 
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Die Werte in der dritten Spalte sind mit der doppelten Intervall- 
lange erhalten. Danach betragt der Fehler bei x = 12 etwa 4 Einheiten 
der sechsten Stelle. 


Aus tg erhalt man durch Integration —lgJ und damit die ge- 
suchte Besselsche Funktion I: 


0-0 
0°2 
0-4 
0-6 
0°8 
1:0 
oD 


2. Durch Iteration 
einander die Naherungen: 


v 
be 
20 


0-000 000 
0°100 504 
0204 111 
0°314 365 
0°435 837 
0°575 084 
0°742 463 


—IlgI 


0-000 000 
0:010 025 
0°040 408 
0°092 110 
0'166 897 
0°267 622 
0°398 790 


1°000 000 
0°990 025 
0:960 398 
0°912 004 
0°846 287 
0°765 197 
Oro710 134 


des Anfangswertes y, = 1 erhalt man nach- 


4 Vi Ve V3 Va V5 
0:0 1 1:00 1:000 1°000 1:00 000 
(oy ee 1 1°09 1°091 1°091 1°09 113 
OO? 1 ACG 1°168 1°168 1°16 784 
03 1 1-22 WAG 15233 15237349 
0°4 1 27. 1°290 1°290 1°29 015 
0°5 1 Tes sil 1°338 1°339 1°33 922 
0'6 4 1°34 1°379 1°382 1°38 169 
O-7 4 1:36 1°414 1°418 1°44 833 
0°83 1 1.38 1°444 1-450 1°44 968 
0-9 1 Noyes 1°467 1°476 1°47 622 
1:0 4 4°39 | 1°486 1°498 1°49 828 


Die genaue Lésung ist fiir « = 1 aus der Gleichung 


y?) 


-arctg y = 


1 
ile (lo 


eA 


2 


zu berechnen. Man erhalt etwa nach dem Verfahren des § 49 den Wert 


y = 1498 278. 
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3. Nach dem Runge-Kuttaschen Verfahren erhalt man fir die 


beiden Differentialgleichungen 
Zz 


te 
y y1i—2 ’ 
, a 
2=2y— z 
die Lésung: 
a5 y y | i zi w w 
0°0 | 1:00000 | 1:00000 | 0:00 000 0:00 000 | 1:00 000 | 1:00 000 
0-14 © |} 1-00 502 0°10 025 0:99 496 
O72 I" 1-02'03 tm"102 035. | BNO-20 202 0:20201 | 0:97 938 | 0°97 938 
0-3. || 1:04. 663 0°30 691 0°95 174 
0-4 1:08 546 | 1085541 | 0:41 670 0:41670 | 0:90 904 | 0:90 904 
OLS eet et 319 5c 07531353 0°84 578 
06 || 1:21408 | 1:21422 | 0°66018 0:66016 | 0°75 141 | 0°75 113 


Die mit gréBerer Intervallange gefundenen Werte sind jedesmal zum 
Vergleich dahinter gesetzt. 
Weiter lést man jetzt die Gleichungen 


ax w 

dy yi1—w’ 

5 ; m=) 1— 2 
w li1—2@ 

dy ay. eee 


mit den Anfangswerten y = 1°21408, x =0°6, w=0°75111. 


y a 5 | w : w z Zz 
1°21408 0-6 0°6 0°75111 0°75111 0°66018 0°66018 
1:25 0-63 808 0°70239 0°71179 
1°30 0°68294 | 0:68294 0:63 118 0°63 118 | 0°77564 | 0°77563 
1°35 0°71992 0°55 594 0°83 122 
1°40 0°75013 0°47 661 0°87911 
1°50 | 0:79301 | 0-79298 0:30 533 0°30534 | 0:95225 | 0-95224 
1°60 | 0°81485 011642 | 0-99 320 
1°70 0°81627 | 081624 | —0-09146 | —0-09140 | 0:99581 | 0-99582 


Geht man andrerseits von den Werten des § 87 aus, so ergibt 
sich nach dem Summationsverfahren: 


% y is x y Z 
0-00 | 100000 | 0-00000 0°35 | 1:06435 | 0:36106 
0-05 | 00125 | 05004 0-40 | 08546 | 41670 
0-10 | 00502 10025 0-45 | 11033 47 408 
0-15 | 01135 15084 0°50 | 13950 53353 
0°20 | 02034 20201 O55) |) 17374 59544 
0-25 | 03202 | 25396 0°60 | 21406 | 66018 
0°30 | 1:04663 | 0°30690 0°65 | 1:26232 | 0:72839 
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Durch Interpolation findet man die Werte 
Vat Dee % = 58 353, 
z= 0°63 849, w= 0°76 963. 


Von hier aus ergibt sich weiter nach dem Summationsverfahren, wenn 
man wieder y als unabhangige Verdnderliche einfiihrt: 


y % w 
1:20 | 0°58353 0°76963 
125 63 808 70 239 
1°30 68 294 63 118 
1°35 71991 55594 
1:40 75013 47 662 
1:45 77433 39 317 
1°50 79 301 30 533 
1°55 80647 21315 
1-60 81485 | 11642 
1°65 81817 0:01 496 
1°70 | 0°81627 | — 0:09146 


Der Differentialquotient = wird unendlich, wenn z=1 oder w=0 
ist. Durch Interpolation findet man fiir diesen Punkt die Werte: 


% = 0°81822, y=1:65718. 
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43: 20452255 9 von unten lies = statt 2. 


3 2075 8 ss 3 von oben lies 77 statt 73. 


3 2155005, 15, VOM obenslies) ye 7 statt Wan on. 

3) 221, 2 Viole Obem ies 27" Atmstattes— 21 == 37. 
at ZO Ose Gras 3 von oben lies 3% + dg statt 8% + 63. 
» 241, ,, 45 von oben lies A?A*y, statt A2Ay,. 

3 (301,, G74. 10 VOn unten! Hes a mestattes, =n 
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